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Introduction

Ce document a pour objectif de réunir les travaux réalisé durant mon stage de M2. Celui-ci avait pour
objectifI'étude de la stabilité des ondes périodiques dans un certaine famille d’équation hamiltonienne.

Le premier objectif était de comprendre les différentes méthodes et critéres permettant de démontrer
de l'instabilité ou de la stabilité pour ces ondes. Cela est revenu a I’étude de 'article [BGMR16] qui dé-
montre des conditions suffisantes d’instabilité ou de stabilités. Ces conditions, avec leurs preuves ou
idées de preuves, sont présentés dans la partie[2]

Puis dans un deuxieme temps, 'objectif a été d’étendre 1'étude faite dans [BGMR20]. C’est-a-dire de re-
garder dans des cas limites les différents criteres trouvés. Cela permet de conclure a de la stabilité ou
de I'instabilité pour certaines ondes périodiques. Dans le papier, les cas traités sont celui d’'ondes pério-
diques de petites amplitudes qui approche des constantes d’équilibres et celles de grandes périodes qui
approchent des solitons. Mon but étant d’étendre I'analyse a des ondes périodiques de grandes périodes
approchant 2 solitons. Ceci est présenté dans la partie[3]

Enfin, j’aimerais remercier Sylvie Benzoni-Cavage et Dmitry Pelinovsky pour les discussions que 'on a
eues, notamment sur le résultat de la partie[3] De plus, je tiens a remercier trés chaleureusement Louise
Gassot et Miguel Rodrigues pour leur encadrement durant ce stage, avec qui j’ai 'immense plaisir de
continuer a travailler pour ma these.



1 Equation hamiltonienne et ondes périodiques

1.1 Lafamille d’équations

On se place dans le méme cadre que dans [BGNR13, BGMR16, BGMR20], c’est-a-dire qu'on s’'intéresse
a une famille d’EDP hamiltonienne de la forme

0,U =0, (B67IUY), (1.1.1)

ou U est a valeurs dans RY, B est une matrice symétrique inversible réelle, .# une fonctionnelle qui
dépend de U et de Uy, on utilise la notation [.] pour signifier cela. De plus, 6 correspond a la dérivée
variationnelle de . On peut la définir comme

81U =Vy (U, Uy) -0, (Vy, (U, Uy)).

Le premier point a observer et que I'équation est invariante par 'action des translations. En effet,
comme /€ et B ne dépendent pas de x, si U(t,.) est une solution, alors pour tout xj € RN U(t,.+ xo) est
une solution.

Le deuxieme point a regarder, ce sont les quantités conservées automatiquement par les solutions de
(1.1.1). 1I est clair que ’hamiltonien sera conservé, on peut le voir, car on a la loi de conservation sui-
vante, pour U une solution de (I.1.1),

0, A U] =0y %5%[U}-B5J€[U]+VUXJ€[U]-6x(B5J€[U]) .

Linvariance par translation nous donne une deuxiéme loi de conservation, une pour l'impulsion. Dans
notre cas, 'impulsion est définie comme étant

1 -1
Q(U)::EU~B U,

ol1 - correspond au produit scalaire sur R". La loi de conservation est alors donnée par
0;QU) =0, (U-01U]+LAU)).
Ici L correspond a la transformée de Legendre formelle que 'on peut définir comme
LAU] = Uy -Vy, A U] - F(U].
Ces relations nous seront tres utiles par la suite pour étudier la dynamique autour des ondes pério-

diques.

Dans notre étude nous allons nous restreindre a une certaine classe d’équation, on fait donc I'hypothese
suivante.

Hypothese 1. On suppose N =1 ou N =2.
1. Si N =1 alorson supposeU = v, B=beR* et #[v] =& (v, Vy).
2. SiN =2 alors on suppose U = (v,u)’, B=(95) avecb #0 Et
AU =F(v,u)+E (v, vy).
Dans les deux cas, on suppose que & est quadratique en vy et
K:=0,.6>0.
Si N =2, on suppose aussi que .# est quadratique en u et

7:=0,% >0.



Cette hypothese a pour but de contenir certaines équations connues. La premiere est une version quasi-
linéaire de '’équation de Korteweg-de Vries. Cela correspond au cas N = 1, on peut supposer alors B = 1
et’équation devient alors

0:v=—04 %K’(U)UJZC_K(U)Vxx +ax(fl(v))’ (qKdV)

ou f(v)=&(v,0).

Pourle casx =1 et f'(v) = —5 v

on retrouve I’équation (KdV)

Vr+ VUx + Uxxx =0, (Kdv)
etpourx =1et f'(v) = —% v* on retrouve I'équation focalisante
Ur +60% Uy + Uyyy = 0. (mKdV)

Ces deux équations sont intégrables, on connait donc tres bien leurs dynamiques. Dans la partie|3, on
comparera les résultats connus sur mKdV focalisante aux résultats que ’'on a obtenus.
Dans le cas systeme, N = 2, on pense aux systemes d’Euler-Korteweg en coordonnées eulériennes

{ 0:p+0x(pu) =0,

Oru+ udsu+0y(68(p,px)) =0. (EKE)

Qui dans notre formalisme donne N =2, U = (p,w)’, B=—(9}) et U] = %uz +&[p]. Mais aussi a ce
moment méme systéme en coordonnées lagrangiennes

{ 0;v—0,(u) =0, (EKL)

0;u—04(0e(v,vy)) =0.

Ici,onaN=2,U=(vu’, B=(9}) et #[U] = Ju* + e[v].

1.2 Les ondes périodiques

On va s’intéresser a la stabilité autour de solutions particulieres de : les ondes progressives pério-
diques. Une onde progressive U est une solution sous la forme d'un profil U qui se propage a la vitesse c,
c’est-a-dire U(t, x) = U(x—ct). En réinjectant cette forme dans1’équation, on peut trouver les équations
que doit vérifier un tel profil. Tout d’abord en utilisant que B est inversible on a

0x (6 (# +cQ) [U]) =0.
Ainsi il existe une constante A € RN telle que
O(A+cQ)UI+A=0. (1.2.1)
Or cette équation est exactement I’équation d’Euler-Lagrange pour le lagrangien
Z (UL A ) =AUl +cQU)+A-U,

c’est-a-dire que U est un point caractéristique de £. Ceci nous donne une nouvelle équation, grace a la
transformée de Legendre formelle, on obtient que

0 (LZ[U]).
Ainsi il existe une autre constante u € R telle que

LLU]=u (1.2.2)
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A translation pres, les équations (1.2.1)-(1.2.2) décrivent complétement les ondes progressives, elles sont
donc paramétrisées par
(c, A, p) eRxRY xR.

Ces équations sont simplement des EDO que I'on peut expliciter grace a ’hypothése[l] On peut supposer
I(v,0) =0si N =2 etennotant f(v) = &(v,0), on obtient les équations suivantes.
Si N =2, une onde périodique U = (3;) paramétrée par (u, A, ¢), vérifie

u=g(v2¢),
(1.2.3)
{ kW2 +¥ wA,0=p,

oll g (v;10,0) = =% (fv+ ) et W (v;A,0)=—f(v) + 1t()g(W; Az, ) - Ay v.

7(V)
Dans le cas scalaire, N = 1 une onde périodique v vérifie

1
5K(g)gi+7//(y;/1,c) =u, (1.2.4)

ou# (v;A,¢) =—f(v)—35v* - Av.
En fonction de la forme de leur profil, on peut classifier différentes ondes progressives.

* Les solitons, aussi appelés ondes solitaires, lorsque U admet une méme limite en +oo et en —oo.
* Les ondes périodiques, lorsque U est périodique.

Pour la stabilité des solitons, la théorie est tres bien connue, on peut notamment la retrouver dans
[GSS87], [KP13] et [APQ9]. Tout d’abord les solitons peuvent étre paramétrisés par c leur vitesse et U _
leurs valeurs a I'infini. Les autres constantes sont alors données par

A = _VU(%"' CQ) (gs!o)r
p=-A-U,—(#+cQU,0).

Pour (¢,U,) € R x RY, on note U le profil du soliton associé. On peut alors définir son moment de Bous-

sinesq comme étant
o0

M(c,U)) ::f (A#1UT+cQU) +A-U + u)dx.

—00

En notant d. la dérivée selon la vitesse c avec I'état a I'infini U  fixé, on a I'alternative suivante.

e Sid2.4 > 0le soliton est orbitalement stable.

e Sid2.4 < 0le soliton est spectralement instable.

Dans un premier temps, I’objectif va étre de trouver des criteres de stabilité ou d’instabilité équivalent
pour les ondes périodiques. Ce qui va jouer le role du moment de Boussinesq c’est l'action de 'onde pé-
riodique. Pour une onde périodique de profil U de période = paramétrisé par (c, A, i), on définit 'action
comme étant

O(c, A, 1) = f“ (A21U) + cQU) + A~ U + 1) dx.
0
Une propriété importante, donnée par la proposition 1 dans [BGNR13], est que

%0 _
o

[1]

a@ = =
) —Zf QU)dx, V,'l@:f Udx.
oc Jo ~ — 0o —

2 Critere de stabilité et d’instabilité

Dans cette partie I'objectif va étre, étant donné une onde périodique, de montrer une condition suffi-
sante a l'instabilité spectrale de celle-ci, sous-partie[2.1} et une condition a la stabilité orbitale de celle-ci,
sous-partie [2.2] Cette partie reprend les résultats de [BGMR16]. Une autre référence intéressante pour
cette partie est la these de Colin Mietka [Miel7b].



2.1 Critere d’instabilité spectrale

On commence par s'intéresser a I'instabilité spectrale, on reprend donc la partie 3 de [BGMR16].

2.1.1 Le probléme abstrait

On regarde toujours I’équation suivante
0.U = Bo.(s5.71U1). (2.1.1)
On rappelle que si U vérifie alors U vérifie de plus la loi de conservation suivante
0 (QU)) =0x(U-6(A) U]+ L(#)[U]) (2.1.2)
L objectif va étre de trouver des informations spectrales sur I’équation lorsqu’on la linéarise au-

tour d’ondes périodiques.

On fait '’hypothése suivante sur I'existence et la paramétrisation des ondes périodiques par rapport a
(A, c).

Hypothése 2.1.1. Il existe un ouvert Q de RV *?

(1, A, ¢) € Q tel que U vérifie

et une famille d'ondes périodiques U paramétrée par

0(A+cQ)UlI+A=0, (2.1.3)

et
L(A+cQ+A) [U] = pu. (2.1.4)

Remarque 2.1.1. On peut remarquer que si U vérifie (2.1.3) alors (2.1.4) devient

U-6(A+cQ) Ul +L(A+cQ)[U]=p.

A partir de maintenant, on fixe une onde périodique de profil U et de période =. Quitte a translater U,
on peut considérer que v, (0) = 0. Lobjectif est de linéariser I'équation (2.1.1) autour de U.

Londe périodique U est une onde progressive avec une vitesse ¢, pour que U soit un point critique on
se place dans le référentiel mobile qui va a la vitesse ¢ . C’est-a-dire pour U une solution de 2.1.1) on
pose V(t,x) =U(t,x — ct), alors V vérifie

0;V =B0, (6 (A +cQ)[V]).
Ainsi pour étudier le linéarisé de autour de U on pose U = V — U qui vérifie
0:U=B(6(H#+cQ)U+Ul-6(A#+cQ)UI).
L'équation linéarisée autour de U dans le référentiel mobile est donc
0:U = B0, (Hess (# + cQ) [UIU) = Bdx (AU) =/ U, (2.1.5)
ol on a défini les opérateurs suivants
A=Hess(#£ +cQ)[U] et <« =B0,A.

On rappelle que pour une fonctionnelle, ¢, 'opérateur Hess% correspond a la Hessienne variationnelle
et peut-étre définie comme

_0*9(U] Ues R U LAY Ues 0°9Y(U| U

T 0UL0U; P 0UL0Us, P T\ oU, 00U P 80U, 00U, P

(Hess¢[UIU),, :
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On a utilisé la convention de sommation d’Einstein.
Par exemple pour N =1 pour U = v, en notant &(v,0) = f(v), on a

A=—-0,(k()ay)+ f"(v) + % + %K”(g)yi -0, (V) (2.1.6)

Dans le cas N = 2, on peut toujours supposer I(.,0) = 0, en notant &(v,0) = f(v), pour U = (ﬁ), si on
écrite A par blocs on obtient

_ " 1.1 2 _ l 1_n 2 l
[ —0x(x(@)0x) + [ (0) + 5x" (W vi -0 (K (Vv )+ 5T (WU T(g)g) (2.1.7)

2
4= 7 (W)u T

Avant de s’intéresser aux propriétés spectrales de o/, comme au niveau non linéaire, si U est solution de
(2.1.5) alors U vérifie une loi de conservation en plus qui est

0:(VQW) -U) =0, (U-8(H#+cQ)Ul +U.AU - U -V (F + cQ)[U]) + 05 (ai,vxé"[y]ﬁv +05 Evlv, u),

ou A U] =2(v,u)+E(,vy).
Elle peut étre obtenue directement de (2.1.5) ou en linéarisant autour de U (2.1.2). Et elle se simplifie en

0:(VQW)-U)=0x(U-AU-kxv,  V+KV, Vy), (2.1.8)

ol k(v) = 02&[v] > 0 par hypothése.

2.1.2 Lopérateur linéarisé et sa fonction d’Evans

Létude de la stabilité linéaire de U correspond a1'étude du spectre de « dans L?(R"). Plus précisément,
on a la définition suivante.

Définition 2.1.1. Londe périodique U est linéairement spectralement instable si dans L>[RY) on a
g(A)N{AeC: Re(A) >0} #@.
Elle est linéairement spectralement stable si dans L*(RY) on a

o(Z)N{AeC: Re(A) >0} =@.

Lopérateur «f étant un opérateur différentiel a coefficients Z-périodiques, un outil pour I'étudier est la
décomposition Floquet-Bloch que I'on peut retrouver dans [Kuc93]. On associe a «/ une famille d’opé-

rateur f ; agissant sur L*(R/Z2Z) pour € € [-Z, Z] définie par

A= e v o el
Lintérét est que le spectre des opérateurs </ permettent de connaitre le spectre de <, par la relation

o= U o(«e).

¢el-£,2

¢ est appelé l'exposant de Floquet.

Lintérét est que le spectre de chaque </ est composé uniquement de valeurs propres, chacune dépen-
dant contintiment de ¢ [Gar93]. Il est donc plus facile a étudier que le spectre complet de « sur L>(RY).
De plus, dii aux symétries du probleéme, le spectre de « vient par quadruplets (z, -z, z, —z), c’est lemme
suivant.

Lemme 2.1.1. Le spectre de </ est symétrique par rapport aR et par rapport aiR.



Démonstration. Comme «f est un opérateur différentiel a coefficients réels, il est clair que si z € o (<)
alors z € o ().

Pour I'autre symétrie, si on se donne z € C\{0}, alors on sait qu’il existe ¢ € [-Z, Z] tel que z est une valeur
propre de </ sur L2(R/ZZ). Soit ¢ un vecteur propre associé a z alors, on a

e 150, (BAeif' U) - zU.

Ainsi, on a que

BA(ESU) =z (f Uw) el*% dw + %BA(eif'U)(O)),
0

donc
BAO, U Uw)e*™ dw + %BA(eif'U)(O)) —z U Uw)e*™ dw + %BA(ei’f'U)(O)),
0 0

ce qui donne
—e " BAd, e (— e‘i‘f’fo' Uw)e*Ydw-e ¢ éBA(eif' U) (o)) -
- z(—e‘if'fo' Uw)eVdw—e ¢ éBA(ei‘f'U)(O)) :
Or comme A = Hess(# + cQ)[U] est auto-adjoint, on a d; = —ei¢ BAO, eld". Ainsi,ona —z¢€ a(yf;) =
rdg). On a donc bien —z € o (). O
Ici, on ne s’'intéresse qu’a des perturbations de méme période que U, cela revient a étudier le spectre de

o/ ¢ pour 'exposant de Floquet ¢ = 0. Par la suite, on notera & pour </, qui agit donc sur [*(R/Z2Z), et
dont le spectre est composé seulement de valeurs propres.

On s’intéresse donc, pour z € C, a I’équation
A U=2zU. (2.1.9)

En particulier, on cherche pour quelle valeur de z € C cette équation admet une solution E-périodique.

On commence par donner des relations pour les solutions de (2.1.9) qui nous serons utiles plus tard.

Lemme 2.1.2. Soit U une solution, pour z € C, de (2.1.9), alors on a

zfﬁ U(x)dx = BAU]
0

et - =
szVQ(Q(x))-U(x) dx:zB_lg(O)-f U(x)dx—x(0)v, . (0)[v].
0 0

On a noté pour une fonction g, [g] = g(E) — g(0).
Démonstration. Soit z € C et U une solution de (2.1.9), alors si on pose V(t,.) = e**U() ona
0, V=oAV. (2.1.10)

Par (2.1.8), on sait que

f_dt(VQ(Q)-e“U) :f_e”ax (U-AU-xv, v+xv, vy)dx
0 0



Ce qui donne apres intégration, en utilisant que U est = périodique et que v (0) =0,

Zf:VQ(Q(X)) -Ux)dx=U(0)-[AU]-x0) v, (0)[v],
0

car pour une fonction f ona [f] = f(E) — f(0).
Or, on a aussi, par (2.1.10), que

ze”fhlnmdx:f_mﬁfﬁn=e“BfL0AAUMM=lﬂAUN”-
0 0 0

En regroupant tout, on a bien

zf_VQ (U)-Ux)dx =2zB"'U(0) -f_ U(x)dx-x(0)v,(0)[v].
0 0
0

Comme on cherche les valeurs propres de &, il nous faut maintenant introduire I’outil qui va remplacer
le polyndme caractéristique, la fonction d’Evans. Il nous faut partir des équations données par (2.1.9).

Si N =2, ce systeme d’EDO correspond a une premiere équation d’ordre 1 en u et une équation d’ordre
3 en v. Il est donc équivalent a un systeme de 4 EDO, toutes d’ordre 1. On note ce systtme d’'EDO

d
— W =A(x;2)W. (2.1.11)
dx

On note F(.; z) la solution fondamentale de ce systéeme, c’est-a-dire la solution de
4 F(x;2) = A(x;2)F(x; 2),
F(0;z) =1d.
On peut maintenant introduire la fonction d’Evans associée
D: C — C
z — det(F(E;z)—F(0;z2) °

Si N =1, le probleme spectral (2.1.9) correspond a une EDO d’ordre 3 en v. Il est donc équivalent a un
systeme de 3 EDO, toutes d’ordres 1. Comme précédemment, on note F(.; z) la solution fondamentale
de ce systeme a z fixé. La fonction d’Evans se définit alors de maniere identique.

D: C — C
z — det(F(Z;2)—F(0;2) "

Il est facile de voir que si r € R alors D(r) € R et par régularité de la solution d'une EDO en fonction des
parametres, D est analytique en z. On l'introduit car D joue le role de polynéme caractéristique. En effet,
les zéros de D sont liés aux valeurs propres de «f dans L?(R/ZZ). C’est1’objet de la proposition suivante.

Proposition 2.1.1. Soit z € C tel que D(z) = 0, alors z est une valeur propre de «f dans L*(R/ZZ).

Démonstration. Soitun tel z € C, il nous suffit de montrer I’existence d'une solution, non nulle, = pério-

dique de (2.1.9). Oron a
D(z) =det(F(E;z) — F(0;2)) =0.

On se donne Vj € ker (F(Z; z) — F(0; z)) non nulle, alors en notant V la solution De

{%Vm:Ammvm,
V(0) =V,

on sait que V(;;z) = F(,;z) V. Ainsi V est = périodique, car
V(E)-V(0)=(F(E;2)— F(0;2) Vp =0.

Ainsi, si on note U la solution de (2.1.9) associée a V, on a bien une solution non nulle et = périodique.
]



Pour avoir un critére d’instabilité spectrale, il nous suffit donc de trouver une condition pour que la fonc-
tion d’Evans s’annule sur le demi-plan a droite des complexes. C’est I'objet des sous-parties suivantes.

2.1.3 Lecritere d’instabilité spectrale pour le cas systéeme

Le critére d’instabilité est un simple corollaire du théoreme suivant que 1’on retrouve dans [BGMR16].
Théoreme 2.1.1. On se place dans le cas N = 2, la fonction d’Evans D définie précédemment vérifie
D(r) =, (- det(B_l)) det(Hess®) + o(r*) et D(r)>0 pourr>>1.
r—

Corollaire 2.1.2. Pour le cas systeme, N = 2, si det(Hess®) < 0 alors l'onde périodique est spectralement
instable.

Démonstration. On a que —det(B™') = b? > 0 ainsi si det(Hess®) < 0 par le théoréme il existe un
voisinage de 0 tel que pour r € R dans ce voisinage D(r) < 0. De plus, pour r >> 1, D(r) > 0, ainsi comme
D est continue et D(R) c R, il existe r > 0 tel que

D(r)=0.
Par la proposition r est une valeur propre de « dans L?(R/ZZ) et donc U est spectralement in-
stable. O

Pour conclure cette sous-partie, il nous faut juste prouver le théoreme[2.1.1]

Démonstration. Expression de la fonction d’Evans. On commence par détailler la fonction d’Evans.
Comme trouver une valeur propre de <« correspond a résoudre une EDO, on commence par se donner
une base de solutions. On commence par 'EDO ou z = 0. Pour cela, on remarque que si on dérive
par rapporta x, u, A1, A2 on obtient que

-1 0
AQX:O, AQ“:O, AQM:(O) et Agﬂzz(_l)' (2.1.12)

Ce qu1 nous donne
,sszx——O, SU =0, ,ssz)L =0 et ,ssz/1 =0.
= =u =N A2

Comme &« est un opérateur différentiel d'ordre 1 en u et d’ordre 3 en v, il nous suffit de montrer que la
famille (Q o U w u Ay u Az) est libre. On se donne donc des coefficients By, B1, B2, B3 tels que

ﬁogx_kﬁlgu_'-ﬁzgal +ﬁ3l_]/12 =0.
En appliquant I'opérateur A par (2.1.12) on a

(- -2

ce qui donne §, = 3 =0.
Il nous reste a montrer que o = f; = 0 sachant que oU . + f1U . = 0. Pour cela, on utilise que U vérifie,

par la remarque[2.1.1}
U-6 (7 +cQ) Ul +L(H#+cQ") U] = p. (2.1.13)

De plus, par définition, on a
L(A£+cQ)Ul=U, -Vy, (£ +cQ) U] - (A +cQ)U],
donc en dérivant selon y, on a
U, 8(A#+cQIUI+UAU,+U, Vy, (#£+cQIUI+U, -0, (Vu, (#+cQ) [U]) -0, ((# + cQ)[U]) = 1.

Or, on sait que AQ# =0etque
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* U, 8(H#+cQUI=U, Vy(#+cQIUl-U, 0:(Vy, (#+cQ[Ul),
© 0 ((#+cQIUI) =U,-Vy(#+cQUI+U, ,-Vuy, (H#+cQU].

Ce qui nous donne
~U,-0x (Vy, (#+cQ [U)) + U, -0, (Vu, (# +cQ [U]) = 1.

Or pour U = (v, w)T on a #[U] = #(v,u) + EW) + 3x(v)v2 et QU) = 3U-B~'U. Ainsi en notant U =
(v, u) ona

Ky,

0x (Vu, (# +cQ) [U]) =6x( 0

) et au(VUx(]fJfCQ)[Q]):au(K(E)EX),

0

Ce qui nous donne

l=-p v, x@+v,v, xQ).

Or, on sait que v (0) =0, v, (0) #0 et x > 0 donc v,(00#0 ainsi, on a bien By = ; = 0. Conclusion, la

famille (Qx, u W u Ay u /12) est libre. En particulier, c’est une base de solutions pour I'équation «/ U =0,
ce qui nous sera utile plus tard.

On fixe z € C et 'objectif et de se donner une base de solution pour le probleme spectral o« U = zU. Pour
cela, on se donne simplement la famille de solution U’ (.; z) pour j € {1,2,3,4}, ot U/ (., z) est la solution,
pas obligatoirement périodique, de «f U = zU avec comme donnée initiale

T ..
v (0:2) (2,00,2,,00,v,,.(0),1,,(0) _ .]:1,
o2 |_| (2,0, 2, ,0), 7, ,©,1,0) sij=2
vl 02 || (20,©,2,5,0),0,,,0,1,0) sij=3
ul (0; z) T ..
(20,0, 2,1, 0,2,,,,0,1, )] sij=4.

Cela nous permet d’écrire la fonction d’Evans sous la forme suivante, D(z) = E(z)/A ou on a défini

vl - v40) w21 - [, 2)]

1 4 1 4
vk - vi0) i1 e i 2)
A=l o o ¢ FPTI G e il

ut - u*0) W', 2] - [u*2)]

Ici et pour le reste de la preuve, on note, pour une fonction g, [g] = g(Z) — g(0). On peut maintenant
étudier le comportement de la fonction d’Evans dans un voisinage de 0.

Comportement dans un voisinage de 0. On commence par remarquer que Hess(Q)[U] = B™! et que

Comme]f[U]:J(v,u)+<§’(v)+%1<(v)v§ona
v
o 2.1.14)
+ « 0 0 Vx|, (2.1.

AU= (_K””
au
- u

ouonanoték :=«x(v), a:= Ozuf(u, v) > 0 par hypothese. Et * correspond a I'évaluation de dérivée de
J€+ cQ en U, en particulier par périodicité de U, ses coefficients sont = périodiques, tout comme x et

Q'AiHSi) ona
[AU] = —K(0)[Vxx] fxor o [[UV]]
L aom )Tl o of |
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Or, on sait que U/ vérifie le probleme spectral 2.1.9) donc par le lemme ona

= ; [v/]
= _ il - gl [xOwi (* * *) j
zfo U7 (x)dx B[AU] Bl a0t |*le 0 o [uJ;] :
[u/]
donc .
K(O)[V‘] ] = " % " [l/]]
TRl | “1yi - J
(Q(O)[uf]) foZB Uit dx (* 0 0) vl |-
(u/]
Ainsi en faisant des opérations sur les lignes, on obtient que
[v!(,2)] [v* (., 2)]
B | mGal e i, 2)]
KO2OEED =)oyl (2] - kO, 2)]
au'(,2)] - aOu',2)]
[w!(. 2)] 4., 2)]
=| _ [(2) SR 1)
Jo zB U/ (0dx - [y zBTlU*(x)dx
W21 - [V, 2)]
=20 %2 el e 2l
2x2 FU'wdx - fFU0dx
Ce qui nous donne
w21 - 2]
E(z) =-z*k(0)'a(0) 'det(B Y| Wi, 21 - [vi(,2)]

[FU'wdx - [FU*x)dx
Or le lemme[2.1.2|nous donne aussi que
zfu VQ(UM)- Ul (x;2)dx = 2B U(0) -fu Ul (x;2) dx - x(0)v (0) [/ (; 2)].
0 0

Ce qui nous donne, par opérations sur les lignes,

[EVQUW)-U'(x;2)dx -+ [T VQ(UW))-U(x;2)dx
E(2) = 2’x(0)*a(0) v, (0) "' det (B™) vy, 2)] 03, 2)]
Jo U(x)dx e Jo U*(x) dx

Or par unicité de la solution, on a que

1.y — 20.0) — 30.0) — 40.0) =

U ;0=U,, U(;00=U,, U°(;00=U, etU (;0)=U,,.
De plus, si on dérive I'équation zU! = «f U par rapport a z, et qu'on évalue en z = 0, on obtient que
U, =U"(;0)=«/(0,U"(;0).
Or, on sait que &/ U= -U  donc
1 _.yl —
0.U'+U, = V' eker(sf) =Vect (U, U,, U, , Uy, ).

Or U, est = périodique, donc on a
fogxdx:O et et fOVQ(Q)-Qxdx:O.
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Or comme on a, pour z — 0, U'(;2) = U _+z(V! - U,) + G(2%), on obtient que

f_Ul(x;z)dx:—zfugcdx+zfuvldx+@’(z),
0 0 0

f_VQ(Q)-Uldx: —zf_VQ(Q) -chx+zf_VQ(Q)-Vldx+@’(z).
0 0 0
Or comme V! € Vect (gx, U,U, u /12) par opérations sur les lignes, on obtient

E(z) = -z*x(0) 2a(0) "'y, (0)"'det(B™?)

SvQU)-U, [fVQU)-U, [sVQU)-U, [yVQUW) U,
x| (ke [V, [Vx1,] [Vx,2,] +0(2%).
fO_ gc fO_ Qﬂ fO_ QAI f()_ Q/lg

Onsaitque @, =Z et O, = fOE Q(U)dx (proposition 1 de [BGNR13]), on a pour a € {u, Ay, A2, ¢},
®ca=fOEVQ(Q)-Qadx+EaQ(Q) ©) =fOEVQ(Q)-Qadx+®,mo(g)(5).
De méme, comme V30 = fOEde (proposition 1 de [BGNR13]), on a pour a € {u, A1, A2, ¢},
V10, :f()EQadx+EaQ(E) = f()EQadx+G)WQ(E).

Et finalement, en dérivant v (Z)— v, (0) = 0 par rapporta a € {y, A1, A2, ¢}, on a [vy 4] = =04 Vxx(0). Ainsi
par opération sur les lignes

G)cc gcp G)C/ll 9012

®NC GNN ®IJ/11 G)#Az +0 (ZS) )
I 6/11/1 Onr Oan,
On,c ®/12p On,0, Oayny

E(z) = z*k(0)*a(0)~" det(B™")

Ce qui nous donne
E(2) = 2'x(0)?a(0) ' det (B™!) det (Hess ©) + O(2°).

Il ne reste plus qu’a étudier A, pour cela par opération sur les lignes, comme on a (2.1.12), (2.1.14) et
v,(0) =0, on obtient que

00 2,0 2, © 2,0 0 20 1O 1,0
2@ 2, (0 vy, 0w, 00 12, (0 vy (0 vy (0) vy (0)
A0 @ 1 @ v, ©) vy, ] O 2O, 0 | 0

u, 0 u, 0wy 0 w0 0 0 0 -1
=x(0)"'a(0) "'y, (0)1,,(0).
Or, on sait que —v,(0)v,,(0)x(0) = 1, ce qui donne A = —x(0)"2a(0)"!. Ce qui nous permet bien de

conclure
D(2) = z' (—det(B™")) det(Hess ©) + o(z").
z—

Comportement au voisinage de I'infini. La difficulté provient du fait que </ est a coefficients non constants
donc il est difficile de calculer sa fonction d’Evans. Par un argument d’homotopie, on va donc ramener
I'étude du signe de D(r) pour r grand, a celui de Dy(r), ou Dy est la fonction d’Evans lié a un opérateur
&y qui est plus simple. Pour cela, on pose pour 7 € [0, 1],

of = BpoxHess 76, (U],

ol on a défini
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o W] =3u*+3v2 et Hy=nF+(1-n)H,

o B-1_ 0 b -1 _ . p-1 _\p-1_|Na b
B _(b 0 etBn =nB ™ +(1-nB™ "= b ol

De plus, on note Dj, la fonction d’Evans associée a «/;, en particulier o/ = & et D1 = D.
Pour I'instant, on admet le fait suivant

dR>0, Vr =R, Vn€[0,1], Dy(r) #O0. (2.1.15)

Comme les solutions d'une EDO dépendent continiment des parameétres, pour r € R, n— Dj;(r) est

continue. Ainsi pour r = R, D(r) est du méme signe que Dy (r). Il nous suffit donc de trouver son signe.
Or, on sait que

1 1 (0 b

A —BaxHesst[U] AU = u + 2v et B~ (b 0)

On a donc (Hess #2[U] U), = —0x(vy) et (Hess #[U] U), = u, ce qui nous donne

~ = — 3
zU:,szfoU@zé_leax(Hesst[Q]U)4:{Zbu Oxv

zbv=0,u

En récrivant ce systeme, comme un systeme d’EDO d’ordre 1 on obtient

v v 0 1 0 0
Uy | Uy . [0 01 0

Ox Xx = Al2) Uxx ou Al2)= 0 0 0 —zb]’
u u zb 0 0 O

On a donc une expression pour la fonction d’Evans associée qui est Dy(z) = det (eEA(Z) —1d). Pour r €

10, +o0l, les valeurs propres de A(r) sont {+(1 +),/ 12 } ainsi A(r) est diagonalisable et on a

r\b - r\h r\b = rIb
D()(r) ( Z(1+i) 1)( —Z(1+i) 1) (e_(l i) 1) (e Z2(1-1) 1)

2 2
> 0.

o=+ nbl ~E(1+)y/ Y _1

e

Ainsi, on a bien que pour r = R, D(r) > 0.
Il nous reste juste a montrer (2.1.15). Or, on a que pour 7 € [0, 1],

%U[U]:jn(v’u)"'gn(v’vx) et Bﬁl:(nba g)’

ol (v, u) = 1.7 (v, u) + (1 -3 u° et Ey(v, vy) =N (v, vy) + (1 — 1) 3 V2

On peut donc oublier 1 et montrer le résultat en supposant que b est fixée, a est une fonction bornée de
netquex = G%X(‘o?’(y,yx), a= Oif(y, u) soient bornées, positives et minorées loin de 0.

o1s . . . .. . v . _ s 1 N
On va utiliser des estimations a priori. Soit r > 0 et U = (u) une solution = périodique du probléeme

spectral (2.1.9) avec z = r. Alors U vérifie

0y Mv+év+zu) +c0y(av+bu) =r(av+ bu),

Ox|yV +gu) + cbd(v) = rby,
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oltona M :=Hess&[v] = —0xk0 + g avec g bornée et f:= 027 (v, w), Y= 02, (v, u) sont bornées.

. . N v .
On commence par prendre le produit scalaire de ce systeme avec B (u)’ on obtient

%OX(MU+EU+Zu)+%6x(av+bu)+(%—a%

u

b

2

Oy lyv+au|+cbo,(v) E—a =ru®+rv’.
) (Z —) (b )

Puis en intégrant sur [0, Z], utilisant des intégrations par parties et que U est périodique de période =
on obtient que

1 (= a
r(IIuII%2+||v||iz):zf0 uxax(l_cvx)+uax((ﬂ+ﬁ)v+zu)+(v—Eu)ax(zv+gu)dx.

En utilisant que ab < 3a* + 1 b?, il existe une constante C > 0 telle que
r(lul?; +1vl2,) < C (Il + 1vIi32), (2.1.16)

ol C dépend seulement des bornes sur a,x, q,a, § et y.

Ux

Maintenant, on prend le produit scalaire du systeme avec (u ), puis on intégre sur une période et on

X
obtient apres intégration par parties que

rbfu(uvx + VUy) = fﬂ VxxO0x(kvy) + U0y ((q+ﬁ)v+yu) + uOx(yv+au) + cavfc +2cbuyv,dx.
0 0 - - - -

Par périodicité de U et intégration par parties, on obtient

=

= =i 1
O:f0 v,zcxl_c+u,zcgdx+f0 vaxxvx—zvxxu+vxax((g+é+ac)v)+uxax((z+2bc)y)_§u2axxdx.
De plus en utilisant que pourtouts#O,lablS%a2+ﬁb2 etquex >0, a,>0ona
1=, ) S-S 7o | 2 1, 1 2 1,
025 | vik+usadx— | EngrZ ?+£(ax(zv+2bcv)) +5Ux+§(6x(ﬂ+é+ac)v) +Eu ayxdx
Ainsi, il existe une constante C’ > 0 qui dépend des bornes sur a,x, ., 9,9,a,,,p,y et Y, tel que

1= 1
/ 2 2 2 2 . 2 2
C'(lul, +1l3,) = Efo ik + wbadx = S mine, @) (1015, + lul, ).
Pour conclure, on utilise I'inégalité de Kolmogorov dans H?,
! 2 ! 1 . 2 1
Clloxlja = Clivlipzllvlige = Zmln(g,g) vl + C vl g2,

ou C” > 0 est une constante ne dépendant uniquement de C’ et des bornes sur .
On a donc une constante K > 0 qui ne dépend que des bornes sur a,x,x,,q,a,a ., B,y et Y, tel que

I, + w3, < K (lulf, +1vl2,). (2.1.17)

Si on réunit (2.1.16) et (2.1.17), on obtient que

2 2 2 2
r(lul?, +1v12,) = CK (lull?, +1v12,).

Ainsi si r > CK, alors U = 0 et donc r n’est pas une valeur propre de «/ donc D(r) # 0, ce qui conclut
complétement cette preuve. O
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2.1.4 Critere d’instabilité spectrale pour le cas scalaire

Comme pour le cas systéme, il nous le critére d’'instabilité est un simple corollaire du théoreme suivant
ol on regarde le comportement asymptotique de la fonction d’Evans.

Théoreme 2.1.3. On se place dans le cas N = 1, la fonction d’Evans D définie précédemment vérifie

D(r) = rPdet(Hess®) + o(r®) et D(r) <0 pourr>>1.
r—

Comme précédemment, on en déduit de ce théoreme le corollaire suivant.

Corollaire 2.1.4. Pour le cas scalaire, N = 1, si det(Hess®) > 0 alors l'onde périodique est spectralement
instable.

Démonstration. La preuve est identique au cas N = 2. Elle utilise seulement le théoreme des valeurs
intermédiaires. O

Il nous reste a donner la preuve du théoréeme.

Démonstration. La preuve est identique au cas N = 2, il nous faut juste expliquer d’ou viennent les
changements de signes.
Comportement au voisinagede 0. Si N =1,0on a

AU,=0, AU,=0 et AU,=-1.

On peut alors montrer que la famille ( u.u,u A) estlibre. Comme lorsque N = 2, on se donne une base

de solution du probleme spectral o U = zU, Ul(;z) pour j € {1,2,3}, en considérant U (., z) la solution
de «f U = zU avec comme donnée initiale

v/(0;2) (v, ©,v 0,0 @)  sij=1,
Jn. T

U]x(o;z) — (B/J (0)’2)6,/,1 (0)’2)6)6,[1 (0)) Sl] = 2)

Vyx(0;2) T ..

ul (0; 2) (22,0, 2,1,0,2,,,©) sij=3.

On a toujours D(z) = E(z)/A avec

W, 2] [?,,2)] [V, 2)] vl) 20 30
E(z) =|[vi(,2)] [3(,2)] V3,21 et A:=|vi0) v200) v3(0)]|.
Wi (.21 w21 3.0 2] vl (0) v, v3.(0)
En utilisant que,
AU = Ky + (* *)(”), (2.1.18)
Ux

on peut montrer, exactement comme en pOUI‘ le cas systéme, que
E(2) = 2°k(0) % det (Hess ©) + G (z%).

Etpour Aona

v,.(0) yﬂ(O) ,(0) 0 yu(O) 2,00
A=, 0 v,,0) v,,0)|=-x07"r,, 0 v 0 v ,0
Ve ® 2,0 v, (0) 0 0 -1
=-x(0)"'v,, (0,0

=x(0) >

16



Ainsi, on obtient bien que
D(2) = Z* det(Hess @) + o(2”).
Viand
Comportement au voisinage de I'infini. L'autre changement de signe vient du fait que lorsque que I'on
regarde le signe de la fonction d’Evans pour le probleme simplifié, on résout

v 0 1 0 v
rv=—0sve=0,| ve =10 0 1|| vy
Vxx —T 0 0 vxx

Or les valeurs propres de la matrice étant,(—r1/3, ei/3 113 g=imi3 r1/3) ona

sign (D(r)) = sign((e_r”3 -1)

in/3 .1/3 2
et 7 —1‘)<0,

pour r assez grand. Ce qui conclut cette preuve. O

Remarque 2.1.2. Pour conclure cette partie, on va juste écrire les conclusions des corollaires[2.1.2 et[2.1.4
de la méme maniere. Pour cela, on remarque que si Hess O est inversible, si on note n(Hess ®) le nombre de
valeurs propres négatives, alors si n(Hess ©) — N est impair, on adet(Hess®) >0 si N =1 etdet(Hess®) <0
si N = 2. Ainsi, pour les deux dimensions, on peut récrire les conclusions des corollaires comme étant

» siHess(0) est inversible et n(Hess ®) — N est impair alors l'onde périodique et linéairement instable.

On peut maintenant chercher une condition nécessaire pour que 1'onde soit stable au niveau du non-
linéaire, c’est I'objectif de la sous-partie suivante.
2.2 Critere de stabilité orbitale

On s’intéresse maintenant a la stabilité orbitale, on reprend la partie 4 de [BGMR16].

2.2.1 Probléme abstrait et hypothéses
On s’'intéresse toujours a une équation de la forme
0,U =0, (B6A(U]J). 2.2.1)
On sait que les ondes progressives périodiques U sont paramétrées par (i, A, ¢) et vérifie
O0(A+cQ Ul+A=0et L(A£+cQ+A)[U] =p.

L'objectif va étre d’étudier la stabilité, au niveau du non-linéaire, autour de telles ondes. Plus préci-
sément, on va s'intéresser a la stabilité orbitale co-périodique, c’est-a-dire dii a des perturbations de
méme période. La définition précise de stabilité que nous allons utiliser est la suivante.

Définition 2.2.1. Soit U une onde périodique de période = et H un espace de fonction E-périodique. On
dit que U est conditionnellement co-périodiquement orbitalement stable dans H si pour tout € > 0, il
existen >0, tel que pour tout Uy € H qui vérifie || Uy —Q” g =1, sionnoteT le temps maximal d’existence
dela solutionU: t — U(t) € H de avec U(0) = Uy, alors

Veelo, Tl inf||U(t,)-UC+s)|,<e
SER
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Remarque 2.2.1. On utilise le terme orbital, car a t fixé u(t) est proche de l'orbite de U sous l'action
des symétries du probleme, ici les translations. Cette notion est cohérente avec le faite que l'équation est
invariante par translation, une solution translatée reste une solution. Il nous faut donc prendre en compte
cette invariance pour la stabilité. Plus généralement, si on considere une équation invariante sous l'action
d’'un groupe de symétrie, alors pour la stabilité, il faudra considérer U'action de tout le groupe de symétrie.

Remarque 2.2.2. Sur les dénominations "co-périodique" et "conditionnelle" on peut faire les remarques
suivantes.

* Le caractere co-périodique provient du faite qu'on ne s'intéresse qu'a des perturbations de méme
période que l'onde périodique de départ. Ainsi dans l'espace fonctionnelle que l'on regarde, H, il n’y
a que des fonctions = périodiques.

* Le caractere conditionnel vient du faite que I'on ne montre pas que le temps d’existence est +oo. On
montre seulement que, temps que la solution existe, elle reste proche de l'orbite de U. Mais comme
on na pas forcément le caractere bien posé en temps petit dans, H on ne peut conclure sur le temps
d’existence de la solution.

Il nous faut tout d’abord comprendre qu’elles sont les quantités conservées. On rappelle que toute so-
lution U, suffisamment réguliere, de (2.2.1)), vérifie des lois de conservations en plus qui sont

0,QU) =0, (U-6AU]+LAU)) (2.2.2)

et
0, A U] =0y (%5%[U} -B6AC U]+ Vy, A U] -0y (B&?f[U])). (2.2.3)

Par intégration des lois de conservation (2.2.1), (2.2.2) et (2.2.3), si U est une solution suffisamment
réguliere et = périodique, on a

d (= d (= d (=
Efo Udx =0, afo QU)dx=0 et afo A[U]dx =0.

Lobjectif est donc de se placer dans un espace fonctionnel ou ces quantités sont bien définies, ainsi,
elles seront conservées le long des trajectoires. Pour 'impulsion, comme Q(U) = %U- B~lU, il suffit que
U soit L? pour qu’elle soit bien définie. La contrainte provient donc de ’hamiltonien #, on introduit
donc la notion d’espace d’énergie.

Définition 2.2.2. Pour= > 0 on dit queHz est un espace d'énergie si, c'est une partie dense de (L* (R/ EZ))N
etsi

)

Hz — R
U — [F7[Uldx,

1

est de classe €°.

Remarque 2.2.3. Dans la famille d’équation que l'on regarde il y en a trois principales (QKdV), et
EKD). Pour (qKdV), N = 1 et il faut penser l'espace d'énergie comme étantHz = H' (R/ZZ). Et pour
et (EKD), N = 2, il faut penser l'espace d'énergie comme étant Hz = H' (R/ZZ7) x [2(R/Z7). On donnera
plus de détail dans la sous-partie[2.3

On a maintenant tous les outils pour pouvoir énoncer les hypotheses que I'on fait sur le probleme géné-
ral.

Hypothese 2.2.1. Il existe un ouvertQ deRN"? et une famille d’'onde périodique U paramétrée par (A, i, c)
tel que U vérifie
5(A+cQ) Ul +A=0et L(A#+cQ+A) (U] = p. (2.2.4)

De plus, l'application, (u,A,¢c) e Q— (U,=) € Cgﬁ (R) x R est de classe €*, oiL Z est la période de U.
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Hypothese 2.2.2. On demande que pour (u,A,c) €Q, onad, = # 0.
De plus, on demande que lUaction,

O A,0) = f“w@ +cQW) +A-U +p dx,
0

est telle que 3 3
VO,® VO,

V20,
Ouu

V;L).

soit inversible pour (i, A, c) € Q, ou V= (6
Cc

Hypothése 2.2.3. Pour fout (u,A,c) € Q et = =Z(u, A, ¢), il existeHz < (L*(R/ EZ))N un espace d'énergie.
De plus, on suppose que si on note -, le produit de dualité entreH_ etHz, alors il existe a > 0 tel que

15, = (Hess.ZUIU,U)+allUI3,,

définie une norme équivalente sur Hz, uniformémenten (u, A, c).
On demande aussi que le spectre de A := Hess(A + cQ)[U] admette un nombre fini de valeurs propres
négatives (a1, ..., Apn) et queo(A)\{0, ay,...,an@)} est borné loin de zéro, uniformément en (i, A, ¢).

Hypothese 2.2.4. Pour tout (i, A,c) € Qet=Z=Z(u, A, ¢), il existe un sous-espace W= deHz ot le probleme
de Cauchy est localement bien posé.

2.2.2 Stabilité orbitale co-périodique

On va montrer la stabilité en cherchant un critére de Grillakis-Shatah-Strauss. C’est-a-dire une condition
pour que la fonctionnelle

FU; A, ] :f_%[U] + QM) + AU+ pdx,
0

admette un minimum local en U et qu’elle puisse étre utilisée comme une fonction de Lyapunov surl'es-
pace dit des érats admissibles. De tels critéres ont été introduits dans [GSS87] pour I'étude de la stabilité
des ondes solitaires. Pour les solitons, la dérivée seconde selon la vitesse du moment de Boussinesq a
I’état final fixé, est un tel critere. On retrouve ces résultats dans [AP09] et [KP13]. Pour une étude générale
de cette méthode, on peut se référer a [DBGN15]. Le théoreme est une adaptation de cette théorie aux
ondes périodiques et provient de [BGMR16].

Théoreme 2.2.1. On suppose les hypotheses|2.2.1,|2.2.2,|2.2.3 et|2.2.4 vérifiées.
Alors pour tout (u, A, c) € Q tel que

i n(A) =n(C), ou n(-) compte le nombre de valeurs propres négatives,

ii ker(A) est engendré parU ,

l'onde progressive UM est conditionnellement, co-périodiquement, orbitalement stable, dans le sens
suivant.

Pour tout & > 0, il existen) > 0, tel que pour tout Uy € Wz qui vérifie |Uy — U||,,. <n, si on note T le temps
maximal d’existence de la solution U: t — U (t) € Wz avec U (0) = Uy, alors

Ve [0, T[, inf||U(t,)-U(+9)|y e
seR =
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Remarque 2.2.4. Comme dit précédemment, le résultat est conditionnel, car a ce niveau de généralité, on
n'a pas le caractere bien posé pour des temps petits dans l'espace d’énergie. Dans la sous-partie suivante,
on discutera dans notre cas des hypotheses|i et[il Le point|iiest toujours vérifié. Pour le point[i, on appelle
la quantité n(A) — n(C), l'indice de stabilité. En effet, c’est lui qui doit sannuler pour montrer la stabilité
des ondes périodiques. On montrera dans la sous-partie suivante que, dans notre cas, grdce a la théorie de
Sturm-Liouville, on peut montrer que

nA) —n(C) =n(Hess®) — N.

Ceci nous permet de lier la matrice Hess0 a la stabilité orbitale des ondes périodiques, sachant que l'on
sait déja qu’elle est liée a l'instabilité spectrale de telle onde, voir le théoréme|2.1.

Remarque 2.2.5. Ici, on essaye de montrer la stabilité orbitale sans supposer ou utiliser la stabilité spec-
trale du linéaire. Comme on l'a vu dans la sous-partie précédemment, au mieux on a que le spectre du
linéaire est inclus dans iR et donc on ne gagne pas de décroissance exponentielle. Comme en dimension
finie, il nous faut ajouter des conditions pour passer a la stabilité du non-linéaire. On peut le faire en
étudiant la signature de Krein des différentes valeurs propres et sous une certaine condition dessus, on
peut annuler l'indice de stabilité et donc conclure, comme nous, a la stabilité orbitale co-périodique. C'est
notamment détaillé dans le chapitre 7 de [KP13|] et est utilisé dans [KDI15] pour étudier la stabilité co-
périodique des ondes périodiques de (mKdV).

Ce phénomeéne, de spectre au mieux imaginaire pure, arrive aussi en dimension finie. Si on regarde une
EDO hamiltonienne, le spectre du linéarisé autour d’une constante vérifie cette contrainte. Pour les constantes
d’équilibres ot on peut conclure a leur stabilité, on utilise les quantités conservées, donc 'hamiltonien,
comme fonction de Lyapunov.

Idée de la preuve. On résume les arguments de la preuve qui est donnée dans [BGMR16]. Comme on
ne s'intéresse qu'a des perturbations de méme période, =, que 'onde périodique U, on sait que les
quantités suivantes sont conservées au cours du temps

f:de, f:Q(U)dx et f:Jf[U]dx.
0 0 0

Cela nous motive a définir la fonctionnelle suivante, qui est donc conservée au cours du temps
FU,u,A,cl = f AUl +cQU)+A-U+ pudx.
0
Laction pour 'onde périodique U := U**¢ est alors simplement

O A,0) = FIU; A, ) :fuff[g] + QW) + AU+ pdx.
0

Comme pour les EDO, pour conclure a de la stabilité, on aimerait que & [; u, A, c] soit une fonction de
Lyapunov. Comme % est conservée le long des trajectoires il nous suffirait de montrer qu’elle admet
bien un minimum local en U. Or par les hypothéses & est au moins de classe €2, il nous suffit donc de
montrer que I'opérateur auto-adjoint

A =Hess (A + cQ) [U]

est défini positif.
Or ceci est impossible, en effet A admet un noyau non trivial. En effet, si on dérive selon x la premiere
équation de (2.2.4), on obtient

Hess (A€ + cQ) [UlU, =AU, =0.

Plus généralement, rien n'empéche A d’avoir des valeurs propres négatives. Or ce n’est pas perdu car,
di aux quantités conservées, la solution U, qui a pour donnée initiale Uy, vit dans une sous-variété de
I'espace d’énergie Hz, qui est donnée par

%:{Ueu-ug; f_Ude:f_de, f_Q(Uo)dx:f_Q(U)dx}.
0 0 0 0
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Or la stabilité orbitale étant une condition ouverte, on peut montrer que si Uy est suffisamment proche
de U, il nous suffit de montrer le résultat pour des parametres p, A, ¢ tel que

f_Uodx:f_de et fHQ(Uo)dx:th(g)dx.
0 0 0 0

C’est-a-dire que U vit sur la sous-variété

%:{UE[HIE; fHde:fugdx, f:Q(U)dx:qu(g)dx}.
0 0 0 0

Ainsi si on arrive a montrer que % [.; 4, A, c] admet un minimum local en U sur €, alors par un argument
classique de fonction de Lyapunov on obtient la stabilité. Pour minimiser % sur la sous-variété, on utilise
un développement de Taylor qui nous donne que si A est définie positif sur le plan tangent de € en U
alors U est un minimum local.

Ici le plan tangent est défini par

Ty = {Ue (LZ(R/EZ))N;f_ Udx=0, [_ U-VQU)dx = o}.
- 0 0
C’est cette espace que I'on appelle 'espace des états admissibles. Il nous faut donc nous assurer que les
conditions que I'on suppose vraies permettent que A soit défini positif sur Ty €. C’est-a-dire que 'on a

bien affaire a un critere de Grillakis-Shatah-Strauss. Pour cela, il nous faut montrer que sur Ty €, An'a
pas de valeurs propres négatives ni de noyau.

Pour les valeurs propres négatives, le théoreme 3 de [BGNR13], nous dit que
n (&) = n(Ary) +n(O),
ol C est la matrice définie a I'hypothese

Ainsi notre hypothése nous donne clairement que A n’admet pas de valeurs propres négatives sur Ty 6.
Il nous suffit de regarder son noyau.

En utilisant que ker[A) = Vect[U,) et I'invariance par translation, on peut montrer qu'au premier ordre
U - U reste dans 'orthogonal du noyau de A. Pour cela, on note pour € > 0,

U = {UEIH]E; §2D£||U—Q(.+S)HHE se}

et on donne le lemme dont la preuve originelle se trouve dans [GSS87] (lemme 3.2).

Lemme 2.2.1. On a les points suivant.
i Ilexiste gy > 0 et une fonction de classe €', 1: Ug, — R/EZ tel que pour tout U € Ug,,

fO_ (Ux+1)-UW)-U,(0dx=0, [UC+7U)-U|y, <eo

et
|UC+rW)-Uly, —0 quand inf|U-U(+9)]y_ —o.

i PourU €Uz N'E, il existe V € Ty € tel que

f:V-Qxdx:O et U(.+T(U))—Q:V+0(||U(.+T(U))—Q||H=).
A -
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Ce qui nous permet d’utiliser & comme une fonction de Lyapunov sur € est de conclure a la stabilité
orbitale. L

Pour finir cette sous-partie, on peut faire un lien général entre n(C) et n(Hess®). C’est la proposition
suivante.

Proposition 2.2.1. [l existe une application continue P: Q) — telle que

® 0
PH pl=|"HH .
ess® ( 0 - C)
Ainsi si©y, # 0 et Hess© inversible alors, on a l'alternative suivante.

* si®y, >0 alors n(Hess®) = n(-C),

* 5i0y, <0 alors n(Hess®) = n(-C) + 1.

Démonstration. La matrice P est explicite, elle est donnée par

p 1 0
= 1 ’
~o-VOu Invi
ol V = (V20,). Le deuxieme point est immédiat lorsque I'on a la premiére relation, en effet Hess® et

(]
_ |[Puu
=% %,

) sont congruentes. O

2.3 Discussion des hypotheses et de I'indice de stabilité pour le cas considéré

Pour finir cette partie, on discute les différentes hypothéses des sous-parties précédentes dans les cas
qui nous intéresse. Pour cela, on décrit les idées principales de la partie 5 de [BGMR16].

2.3.1 Cas scalaire

On se place tout d’abord dans le cas scalaire, N = 1. On commence par discuter les hypotheses
2.2.2}[2.2.3|et[2.2.4} sachant que I'hypothése implique I'hypothese

Pour I'hypothese|2.2.1} il suffit de voir que les profils v des ondes périodiques vérifient une EDO (1.2.4)
dont les parametres sont (i, A, ¢). Des arguments classiques d’EDO permettent de montrer I'existence
des ondes progressives et leur paramétrisation par (u, A, ¢).

Pour I'hypothése[2.2.2) d’apreés la proposition[2.2.1)il nous suffit de supposer que 8, # 0 et que det (Hess ©) #
0 pour qu’elle soit vérifiée.

Pour I'hypothese ‘ il nous faut choisir un espace d’énergie, pour cela, on pose Hz = H LRr/=27)
comme suggéré par la remarque En effet, dans le cas scalaire, on a que

(v, Ux) :f(v)+%1<(v) V2,

ainsi, avec ce choix pour Hz, I'application

E: v—»f_if(v,vx)dx
0
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est bien définie pour v € H! (R/ZZ) car on a 'injection H' (R/ZZ) — Cég. De plus cette application est
deux fois différentiable,

VYhe H R/IZZ), dEW).h= f‘ (f’(v)h + %K’(u) V2h+x(v) vxhx) dx
0

et

1
Vh ke H (R/IZZ), d’E@w).(h,k) = f (f”(v)hk + 51<’(v) v2hk+1' (v) (hky + hyk) +x (V) hy + kx) dx
0
Si de plus v € 62, ce qui est le cas pour les ondes périodiques, une intégration par partie donne

Vhe H R/ZZ),dEW).h = fﬂ hé 721v] dx
0
et
Vh ke H' (R/IZ27),d*E(v).(h, k) = (Hess #[v]h, k),

ou 0 est la dérivée variationnelle, Hess la hessienne variationnelle et {.,.) le crochet de dualité entre
H™1(R/ZZ) et H' (R/ZZ). De plus, on a que pour v une onde périodique, Hess 7 est un opérateur de
Sturm-Liouville, a coefficients = périodique, de la forme —0,, K0, + g ou

K:K(v)ecgi q= f"(v)+ " (W) V2~ (K’(v)vx)e%g.

En notant Ky > 0, K; > 0 et &g > 0 des constantes tel que 0 < Ko < K < K] et ||¢|| ;o < @0, comme on a

(Hess #[v]h, k) + a || L, —f_ (Kh2 + (g + a)h?)dx,
0

pour a > a@p ona

max(Kp, 1) fh(hi + h?)dx < (Hess #[v]h, k) + « IIhIIi2 = max(Kj,2a) fu(hi + h?) dx.
0 0

Ce qui montre bien I'hypothese.

Pour l’hypothése 4 il nous faut discuter du caractére localement bien posé en temps petit. A notre
connaissance, le mellleur résultat d’existence local pour les équations quasi-linéaires que I'on regarde

est celui donnée dans [Miel7al, ou I'existence locale en temps petit est montré dans H® (R/=Z) pour

7
S>§.

2.3.2 Cas systeme

On regarde maintenant le cas systéme, c’est-a-dire que N = 2.

Pour I’hypothese et donc aussi I'hypothese I'argument est exactement le méme que pour
N =1.0navu, (1.2.3), que si U = (v, u)" est une onde périodique, alors u est entierement déterminée
par v et v vérifie une EDO hamiltonienne avec un certain potentiel. La théorie classique des EDO nous
permet donc de conclure.

Pour I'hypothese 2.2.2, il suffit aussi d’appliquer la proposition|2.2.1} ainsi si on suppose que 0, # 0 et
que det (Hess ) # 0, alors elle est vérifiée.

Pour ’hypothese|[2.2.3] on choisit comme espace d’énergie H=z = H' (R/ZZ) x L?>(R/ZZ), ainsi par I'in-
jection H' (R/£Z) — 6, I'application

E:U-= (”) —»fuff[U] dx:fhéa(v, b))+ 27 dx,
u 0 0 2
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est bien définie. Comme dans le cas N = 1, on peut montrer que cette application est de classe €2. De
plus, comme pour N =1, 5i U € 62, pour (%), (1)) € (H' (R/I£Z) x [*(R/Z2))* on a

1 2

dzE(U).((Ul),(UZ)) — (Hess&[v]vy, v2)
w ) \u
=1
+f Er"(v)uzvlvg+r'(v)uvlu2+r’(v)uvzu1+T(v)u1u2dx.
0

Comme les ondes périodiques U appartiennent a €2, pour U = (4) € H' (R/ZZ) x L>(R/=Z), on a

<HeSS<7qt [U]U)U> a ”D ”[2 <Ilessg[l/]b) > f (u) . (u) ’

— 0
Otl ona 2 a T (V)Uu
—21 I"(U)u ,(_)_

A= ' (vu TV +a

Or par le cas N =1, on sait qu'’il existe @y > 0 tel que pour a > ay,
v— (Hess&[vlvy, v2) + al|vl3,

définie une norme équivalente sur H'! (R/ZZ). Ainsi pour a assez grand, A est définie positive et sa plus
petite valeur propre est plus grande que 2a, ainsi I’hypothése est vérifié.[AP09, BGMR16]

Pour 'hypothese 2.2.4] il nous faut regarder les résultats d’existence locale. Pour cela, on peut citer les
papiers [BGDDO06] et [BGDDOQ7], on a alors I'existence locale dans H® (R/ZZ) x H® (R/ZZ) pour s > 3/2.

2.3.3 Conclusion la stabilité des ondes périodiques considérées
On finit cette partie en donnant une conclusion générale qui s’applique dans les deuxcas, N =1et N = 2.

Pour cela, il nous reste juste a calculer I'indice de stabilité, n(A) — n(C). On énonce le lemme suivant, qui
se trouve dans [BGMR16] et qui nous permettra de conclure.

Lemme 2.3.1. Soitx: I —]0,00] et# : I — R des fonctions de classes €* sur I un ouvert deR. On suppose
que l'équation d’Euler-Lagrange, 6% [v] = 0 associé a I'énergie

U: (v, vy) — %K(U) v:i—W(v)
admet une famille de solution périodique v a valeurs dans I paramétré par les niveaux d’énergies
p=L%v] = %K(U) v+ W (v).
On note = la période de v et on suppose que 0,= # 0 alors l'opérateur différentiel auto-adjoint
a:=Hess%[v] = —0x(k(1)0,) - #" (v) + %K"(y)yi -0,k (V)v,),
vérifie:
e dans L*(R/ZZ), ker(a) = Vect(v,),

* a possede un nombre fini de valeur propre négative et le reste du spectre privé de 0 est borné loin de
0,

e sion note n(a) le nombre de valeur propre négative de a i.e. sa signature négative, on a

1. si0yE>0alorsn(a) =1,
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2. si0,E <0 alorsn(a) =2.

Démonstration. Lapreuve utilise complétement la théorie de Sturm-Liouville et se trouve dans [BGMR16].
0

On peut maintenant énoncer le théoréme suivant qui conclut sur les conditions nécessaires a la stabilité
ou a I'instabilité des ondes périodiques.

Théoréme 2.3.1. Si on suppose I'hypothese(l| vérifié, pour une onde périodique U de période Z, tel que
Oy # 0 et Hess O soit inversible, on a la pseudo-alternative suivante.

e Sin(Hess®) = N, l'onde est conditionnellement co-périodiquement orbitalement stable dans H LR/ZZ7) x
L?>(R/EZ7) siN =2 etdans H' (R/ZZ) si N = 1.

* Sin(Hess®) — N est impair, 'onde est spectralement instable.

Remarque 2.3.1. Obtenir qu'une pseudo-alternative n'est pas étonnant, cela arrive déja en dimension
finie. En effet, si on regarde une EDO hamiltonienne en dimension d, associée a '’hamiltonien /€ alors,
pour une constante d’équilibres u, on a la pseudo-alternative suivante :

 siHess(A)(u) est inversible et n(Hess(A) () = d ou n(Hess(#) (1)) = 0 alors u est stable,

 siHess(A)(u) est inversible, n(Hess(A)(u)) # d et est impair, alors u est instable.
Dans les autres cas, cela dépend aussi de la partie antisymétrique de l'équation.

Démonstration. Cas N = 1: On a déja discuté a la sous-partie précédente pourquoi et comment les
hypotheses étaient vérifiées. Il nous faut maintenant calculer 'indice de stabilité. On va notamment
montrer que si ©,, # 0 et Hess© est inversible alors

n(A) —n(C) = n(Hess®) — 1.
Tout d’abord la proposition nous donne que

* si®y, >0 alors n(Hess®) = n(-C),

* si@y, <0 alors n(Hess®) = n(-C) + 1.

Comme on la vue avec I’équation (1.2.4) et (2.1.6), on peut appliquer le lemme Ainsi on obtient
que le noyau de A est engendré par v, et que

*siQy,==,>0alorsn(A) =1,
* si@y, ==, <0alors n(A) =2.
De plus comme C € GL,(R), n(—C) = 2 — n(C) ainsi, on obtient bien que
n(A) — n(C) =n(Hess®) — 1.

Ce qui conclut pour la stabilité orbitale. Pour I'instabilité, on a déja montré ce résultat dans la remarque

212

Cas N =2: Comme pour le cas précédent, les hypotheses ont déja été discuter et le critere d’instabilité a
été montré dans[2.1.2] Il nous reste donc a calculer seulement 'indice de stabilité. Pour cela il nous faut
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juste expliquer comment utiliser le lemme dans ce cas. Pour U = ( ﬁ) une onde périodique, on sait,

(I.2.3), que v vérifie

6l[v]=0
Lelvl=p
avec 1
llvl = QK(B)Ei ~W (v;A,0),
ou

W (v;Ac)=—f(v)+= T(v)g(v /lg,c) -Mv et gwAyo)= ()( v+ /12)

Pour faire le lien avec A on utilise (2-1.7), on peut alors montrer que pour U = () € H' R/ZZ)xL*(R/Z2),
sionpose w=1(v)g'(v;A2,c0)v—1(V)uona

= 2
<A(v),(y)>:(Hessf[y]v,v>+f Y
uj \u o T(V)

Comme par hypothese 7 > 0 on en déduit que
n(A) = n(Hess(¢)) et kerA= {(Z), vekerHess(¥) et u = g'(y)v}

Ainsi en appliquant le lemme a Hess(¢) on obtient bien que le noyau de A est engendré par v et
que

* si®y, >0alors n(A) =1,

* si@y, <0alors n(A) =
De plus, par la proposition|2.2.1)on a toujours que

*si@y,>0 alors n(Hess®) = n(—0C),

* si®y, <0 alors n(Hess®) = n(-C) + 1.
Ici N =2 donc n(-C) =3 - n(C) ainsi, on a
nA) — n(C) = n(Hess®) —

Ce qui conclut cette preuve. O

3 Limite en double soliton

Lobjectif ici va étre d’étendre les cas traités dans [BGMR20]. Dans le papier, les auteurs utilisent les
résultats précédents pour étudier la stabilité d’ondes périodiques dans deux cas limites. Le premier est
autour des constantes, c’est-a-dire pour des ondes périodiques de petite amplitude. Le deuxieme est au-
tour des solitons, plus précisément lorsqu'une onde périodique s’approche d’'un soliton avec sa période
qui tend vers l'infini. Notre but ici est d’étudier la stabilité des ondes périodiques lorsqu’elles tendent
vers deux solitons, un soliton "positif" et un "négatif".

On sait que les ondes progressives sont paramétrées par (u,A,c) € R x RY x R et vérifie les équations
suivantes
0(A+cQ)[Ul+A=0.
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L(A+cQ+A)[Ul=p

En utilisant I'hypothese|l{on peut expliciter les équations vérifiées par les ondes progressives.

Si N =2, une onde périodique U = (ﬁ) paramétrée par (u, A, ¢), vérifie

{ E: g(y;/lZ)C)r
IKWVE+H (V34,0 =,

ol g (v;A0,0) = == ((v+A2) et W (v;A,0)=—f(v) + %T(v)g(v;ﬂtg,c)2 - Av.

(V)
Dans le cas scalaire, N = 1 une onde périodique v vérifie

1
EK(y)yi +W (VA0 =p,

ou¥ (v;A,c) = —f(v)—%%vz—)tv.

(3.0.1)

(3.0.2)

Le systeme d’équations est une équation hamiltonienne en v avec comme potentiel # et une
équation qui détermine u entierement grace a v. Il nous suffit donc de regarder, méme si N =2, que la
deuxiéme équation. Ainsi grace a la deuxieme équation, a (A, ¢) fixé, les ondes périodiques sont entiere-
ment définies par les différents niveaux d’énergie de # . Si on fixe ¢ un niveau d’énergie pour les orbites

bornées, on a les cas suivants.

e Si vy < v, sont deux racines de u—#(.; A, c), tel que 0,%# (ve;A,¢c) <0, 0,# (v,; A, ¢c) > 0 et pour
vElvg, v, u—#(v;A,c) > 0. Alors, a translation pres, la solution v de (3.0.2) et U = (y,g)T la

solution de (3.0.1) sont périodiques. Ce sont donc les profils d’ondes périodiques.

* Sivgsoituneracine de u—# (.; A, ¢) qui est un point caractéristique stable, c’est-a-dire 6, # (vs; A, ¢)

0et G%W(vs;/'l, ¢) < 0. Alors, s’il existe une autre racine v° telle que 9, # (v%;A,¢) >0 si vs < v° ou
0, % (v%; A, c) <0sivs > v®, onaatranslation pres une solution bornée non constante. La solution

donc de (3.0.2) si N =1 etde (3.0.1) si N =2, est le profil d'un soliton.

Dans notre cas, on s'intéresse au cas ou il existe des ondes périodiques qui, lorsque leurs périodes
tendent vers +o0o, approchent deux solitons. Pour cela, il nous faut supposer que # vérifie comme ta-

bleau de variation la figure([I] La figure[l]donne le profil "générique" d’un tel potentiel.

v Vg v, Vs vy vy
2 -

oW

oW - - 0 + +

u

” \“\/ \.. /"/

I

FIGURE 1 — Tableau de variation du potentiel #
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=

FIGURE 2 - Potentiel "générique" #

Sur la figure |2} le bleu et le vert correspondent aux niveaux d’énergie des solitons. Le bleu et le vert
correspondent chacun a un soliton. En violet correspond le niveau d’énergie des ondes périodiques que
I'on considere. Ces ondes périodiques, qui ont un niveau d’énergie u > s, on les appellera les ondes
périodiques a deux bosses. La limite qui nous intéresse est lorsque leurs périodes tendent vers l'infini,
c’est-a-dire u — g avec u > ;. Pour un tel potentiel, le portrait de phase associé est donné par la figure

Bl

Ux

— ﬂ v
vév; Mr

FIGURE 3 - Portrait de phase
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Sur le portrait de phase [3|les solitons correspondent aux orbites homoclines verte et bleue. Les cas li-
mites a I'intérieur des orbites homoclines ont déja été traités dans [BGMR20]. Le cas qui nous intéresse
est donc celui des orbites en dehors des orbites homoclines lorsque celles-ci tendent ver les orbites ho-
moclines.

Pour formaliser cette discussion, on détaille maintenant I’hypothese principale que I'on fait sur le po-
tentiel.

Hypothese 2. On considére un potentiel W défini et régulier sur I x A ot I est un ouvertdeR et A un ouvert
deRN*1. On suppose qu'il existe des fonctions régulieres vy, Us, ;i A— I, telles que pour tout (A, ¢) € A,

v;(A,0) <vs(A,0) <vp(A,c0),
ps(A, 0) =¥ (Us(A, 04, 0) =# (v, (A, 0);A,¢) =W (vi(A, 0); 4, ¢),
W (vS(A,054,¢) <0, W (viA,0);A,¢)>0, 0, (Us(A,0)A,¢) =0, W (v5(A,0);4,0) <0,

VU € ] U;(A’) c)’ US(A') C)[U]US(A’) C)) U;?(A,, C) [) W(U;A’y C) < ,US'

On définit Q < RN*! par
Q={p=WA,0); A0 €A, pu>psA,o},

et on considere vy et v, régulier surQ et vérifiant pour p= (u, A, c) € Q,
ve(, A, ) <vy(A,0) <vs(A, ) < V(A 0) < vr(, A, ©),
p=w (ve(p, A, c); A, ¢) =¥ (v, A, 0); A, ¢),
Vv e [ve(p, A, 0),v,(A,0)], 0,# (v1;A,¢) <0 et Vve([v)(A,c),v (4, A, 0)l, 0,# (v;A,¢)>0.
On fixe donc (A4, ¢,) € A et on s’intéresse a la limite
p=(A0) — Psx = (Us(As, Cx), Ay, ) avec peQ.

Remarque 3.0.1. On peut se demander si dans la classe des équations qui rentrent dans notre formalisme,
il existe des équations intégrables. C'est le cas de l'équation mKdV focalisante qui est la suivante,

OrU+6Ul Uy + Uyyy = 0.

Elle correspond a N =1, B = 1 et avec I'hamiltonien

ooty
701Ul = 2 0xw)* ~ S u'.

Cette équation étant intégrable, on peut étudier tres finement ses propriétés, notamment la stabilité de ses
ondes progressives. Pour cette équation x = 1 et le potentiel est donné par

1
W (v, A, c) :—v4—£v2—ﬂtv
4 2

Ainsi pour certain (A, ¢) il vérifie 'hypothese[d Dans ce cas, on peut donner des formules explicites, en
fonction des fonctions elliptiques, pour les ondes périodiques de cette équation [CP25]. Les ondes a double
bosse qui nous intéressent sont, si A =0, les ondes cnoidales définies comme

v(x)=ken(x, k) ouc= 2k*=1>0 etpu= K1 -K%).

Puis, il faut appliquer le scaling suivant u(t,x) — au(a’t,ax), avec a > 0, pour obtenir toutes les ondes
qui nous intéressent. Dans notre cas, la limite correspond a c > 0 et u — 0, c’est-a-dire k — 1.

Dans le cas out A # 0 il existe aussi une formule explicite pour exprimer les ondes périodiques a double
bosse, mais elle est plus complexe [CP25].
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Pour conclure a la stabilité ou I'instabilité, comme on a vu dans le théoreme|2.3.1] il suffit de s’intéresser
a la Hessienne de I'action. L'objectif va donc étre, comme dans [BGMR20], de regarder son comporte-

ment asymptotique pour essayer de conclure a la stabilité ou I'instabilité des ondes de suffisamment
grande période.

Pour p = (u, A, ¢) € Q, on note U le profil de 'onde périodique associée et on va calculer, quand g — p.,
le comportement asymptotique des quantités suivantes.

e [action

N |u]

O(u,A,c) :f

FIUI+cQU)+A-U+pudx,

[

[\S]

or, d’apres les équations régissant le profil des ondes périodiques, on saitque L (# + cQ + A-) [U] =
L ce qui nous donne

N0}
o|[1]

G):f Qx-VUx(Jf+cQ+/'l-)[Q]dx:f 1,0, E(v,v,)dx.

|11
(1

En intégrant sur 'orbite vérifiée par (v, v,) dans le plan (v, vy) et en utilisant (3.0.1) pour N=2 et
(3.0.2) pour N=1, on obtient

O, A,¢) = 2[ r \/21((1)) (L= (v;A,0)dv
ve

e Les dérivées de I'action, qui par la proposition 1 de [BGNR13], sont données par
f p- 721/1(((1}1},)/1 c) dv,
0,0 :f_ vdx = f vy / - ;/K((UU)A 3
03,0 = é g(w; Az, c)dx = f,,:r g(u;)tg,c)‘ / H_;K(—(:;)/Lc)dv,
0.0 = fé QW) dx= fU: q(v; Az, )4 | %dv,

ou q(v;A2,¢) = Q(g(u;'iz,c)) siN=2etq(v;A2,0)=Q)siN=1

||
[I]

l\)l[l]

Cela nous entraine a introduire un nouveau lagrangien pour étudier ces intégrales,

L uA,c)i=u—Ww;A,c.

Comme V correspond au gradient selon (¢, A, ¢), on a

1
1
3 f— . f— U 1 f— . f—
SiN=2, VZ(v;u, A, ¢c) = 2(vi Mg, ) et siN=1, VZw;u,A,c)= (QEJV)).
q(v; Az, ¢)

Par ce qui précede, on a

Ur 2x(v)
VO( ,A,c):f VZLw;u,A,c)y| ——————dv
H ” H \/ ZL(v;u, A, 0)

On introduit maintenant des notations qui nous seront utiles pour exprimer les différentes limites, elles
sont tres similaires, voir identiques pour certaines, a celles utilisées sans [BGMR20].
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Notation 1. Pour une fonction ¢ = ¢(v;u, A, ¢) on note
s =P (vs(A,0);s(A,0),4,¢).
On note pour les différentes dérivées de £,
VL=V, VZLys=W;, VL), s=Zs.

Dans le détail, si N =2, ona

1 0 0
1 0
VS = US ) WS = ) ZS = .
8s 8u,s 8vu,s
qs qu,s dvu,s
EtsiN=1,
1 0 0
Ve=|vs|, We=| 11|, Zs= 0o 1.
qs qv,s qvu,s

Pour la Hessienne, siN=1,V2¥ =0etsiN=2ona
VL= -Ts@ Ts:= —T, Ty,

out T est le vecteur colonne défini comme

0

_ 1 0
VT(vs) l} .

T

Dans un souci de cohérence, on notera T; = 0 dans lecas N = 1.
Comme v est une racine double de & (.; Us, A, s) on introduit

1 pl
R(v,w,z; A, ) :f f t0°W (w+ t(z— w) + ts(v — 2); A, ¢) dsdt,
0o Jo
ainsi, on a
LA, c)=pu—W WA, ¢) = - ps— (v —v)*R(v, vg, v5; A, ©).
On notera donc R = R(vs, s, Us; A, ) = %G%W(vs;}l, c) et

2k (1)
IR(v, w,z; A, ¢)|

Y =% (v, w,z;A,C):\/

On introduit maintenant les notations pour les coefficients qui apparaitront dans les développements
asymptotiques.

Notation 2. On note

2 1 B3W(vs; A, 0)
as = T2 a2 ) bs == 2
-0 W (vs; A, ) 3(02¥ (v A, 0)
1 1
pr P =

TN WA A 0, WA, Ch A Q)

On détaille maintenant la stratégie pour calculer les comportements asymptotiques. On remarque que
toutes les quantités qui nous intéressent sont de la forme

v ¢(v)
ve \JuU—W (v)

ol ¢ est une fonction réguliere. Dans I'appendiceA} on calcule donc le comportement asymptotique de
telle intégrale en fonction de € = /i — [r5. Dans les sous-parties qui suivent, on utilise le résultat obtenu,
a savoir le théoreme pour calculer le développement asymptotique de V20 est ainsi essayer de
conclure a de la stabilité ou de 'instabilité pour les ondes périodiques a deux bosses de suffisamment
grandes périodes.

() := dv,

31



3.1 Comportement asymptotique de I'action et de la période

On commence par étudier le comportement asymptotique des racines de la fonction £ (v;u, A, c) =
w—#(v; A, c). On rappelle que 'on a noté v, la racine de £ (;;u, A, ¢) a gauche de v et v, la racine a
droite.

Proposition 3.1.1. Avec les notations[l| et[2 et I'hypothese[2, pour € = \/ii— fts — 0 on a les asymptotiques
suivantes pour les racines
v, = Ui+ pie+0(eY),
{ ve= v+ pie*+0(e*).

Démonstration. Les preuves étant identiques pour les deux racines, on ne détaille que celle pour v;.

On sait que
WA c)—us=0 et W (vi;A,c)—u=0

Par le théoreme des fonctions implicites, comme 0, % (v;; A, ¢) # 0, il existe une fonction ¢ telle que

vr = Uy = G — ).
Et on sait que

0= ————=p)
¢ 0. (V5 A, ¢) Pr

On a donc bien par Taylor

V= U = (U —ps) = pi(u—ps) + O (1 — ps)®).

Ce qui conclut la preuve car € = \/u — . O

On calcule maintenant le comportement asymptotique de la période et de ’action. Tout d’abord,si on
note U, le profil du soliton a gauche et U le profil du soliton a droite les moments de Boussinesq des
deux solitons sont donnés par

My :f (#1U,)+cQU ) +A-U, + ) dx,

—00

My :f (#1U,1+cQU,) +A-U, +pus)dx.

—00
En utilisant L (# + cQ + A-) [U ] = L(# + cQ+ A-) [U,] = us et en intégrant sur I'orbite vérifiée; par v,
et v, dans le portrait de phase, on obtient

Us
My = 2[ \/21<(v) (us=# (v;A,0)dy,
vy

.
M,y :Zf \/ZK(U) (us=# (v;A,0)dv.
Us

Proposition 3.1.2. On note .,, respectivement /,, le moment de Boussinesq lié a l'onde solitaire a
droite, respectivement a gauche. Avec les notations ] et[2 et I'hypothese (3 on a, pour € = \/i—fis — 0,
le comportement asymptotique suivant

C] " My + My,

et

==-2a,\/2x(vg)Ine+0C(1).
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Démonstration. On commence par la période, comme on sait que

_ (v 2xW) _
__fw —'U_W(U;A,C)dv—l(\/ﬂ).

Il nous suffit d’utiliser le théoreme[A.1.1)qui nous donne directement

_ _2\/—4’“”3) Ine+6(1).

[1]

Ce qui conclut car a; = \/—Z/O%W(vs;)l, c).
Pour I'action, il suffit d’écrire que

Ur
0= 2[ \/ZK(V) (L= (v;A,0)dv
Ve

:2[ r\/ZK(U) (,u—W(v;)l,c))dv+2f r\/ZK(v)(p—W(y;A’c))dv
Vs Vs
=:0,+0,.

Pour ©, respectivement 0, on fait le changement de variable 7, = v; + o (v — vy), respectivement 7} =
Vs +0 (v, — vs). On obtient

1
O =2(,=v0) [ /x00 (u= Vi, 0) do,

1
O, =2(v, - Vs)f \/K(7/r) (L=# ;A 0)do.
0

Ainsi, il est clair par convergence dominée que

1
@e:}Z(vS— U;)fo \/K(V;) (N—W(V;;A,C))da,

1
0, — 2(v - vs)f \/K(Vrs) (L=7 (%A, 0)do,
e—0 0

ol 7/; = v+ U(v; —vs) etV =vy+0(v; — vy).
En faisant le changement de variable inverse, v = 7/; et v=7,°, pour la limite, on obtient bien que

@[ _)./%g et @r _).%r.
e—0 e—0

3.2 Comportement asymptotique de la Hessienne de I'action

Comme dans [BGMR20], pour calculer le comportement asymptotique de la Hessienne, on commence
par étudier le comportement asymptotique du gradient de 'action. On sait que 'on a

3 Ur 2x (V)
VG)—[W Vg(v)”,u—?l/(v;/l,c)dv'

C’est-a-dire que'on a VO = I(VZ v2x). On peut donc utiliser le théorémepour connaitre le com-
portement asymptotique de VO. Le résultat est le suivant.

33



Proposition 3.2.1. Avec les notations[l| et et 'hypothese[3, pour € = \/u— fis — 0, on a le comportement
asymptotique suivant

VO = Agln(e) + By + Bie + Aze*In(e) + Boe” + G (°In(e)),

ot les coefficients sont données par

) Ag =2V,
7/5, s Us _@/SVS s s Vs)TIsVs
ii) By= [} LICteldZ s gy fLLOR00I"0Vs i i (405 — 00) (05— 13) (= RY)) B4 Vs,

iU) A, = 3KV,SRU,S 3y ZKSRVU,S + 15y ZKSR%,S Ve + 3 V2KsRyy,s wW.
2 4 /ZKS(—RS)S/Z 4(—R5)5/2 8(—Rs)7/2 N 4 4(_Rs)5/2 S

v) By = By(VLV2x),

o f(v,w,z) =VL(v),/ |R?§$}z)|'7@3 = vs+a(v;— vs) etV,' = vs+0 vy — vy).

Démonstration. Comme dit précédemment, on utilise simplement le théoreme avec ¢ = VL V2«
et il suffit de simplifier chaque coefficient. Pour cela, on rappelle que

/ -2 1
s = W (vg;c,A) =R,

—2K
asy\/ 2K = s = 9.

Ry

On peut donc simplifier les premiers coefficients, on a

Ceci nous donne

2K
AO - _ngs R = _2@5‘/5.

S

Et de méme

V2K
-R

N
On utilise que V.Z,, s = W ce qui nous donne le coefficient A;. Pour le coefficient By, il peut étre rendu
explicite en utilisant le théoréeme mais comme on n'utilisera pas sa forme exacte, on ne détaille
pas son calcul ici. Il nous reste a expliciter le coefficient By qui est donné par

B; = —2V.%; = —2a%\/2xVs = —2a;%; V.

vs—1) v/ vy V2
B():f vg(v)ﬂdwf v —Y2XW 4,
l/; /,ts—W v vs+n \/,LLS—W(U)

vst+n Us —
+f L (vz(u) V2K()  V2Ks Vs)dv+f L (fo(v) V2K() _ V2Ks Vs)dv
ve U= Us vV-R(w) +—R; vs—n VU — Vs v-R(v) V-R;

V2K
+2 In(2n+/—R;) Vs.
\/—_Rs (2n $) Vs

On utilise que ps —# (v; ¢, A) = —(v — v5)*R(v, vs, v5; A, ©), et que f (v, w,z) = VL (v) \/ |R?17/<,(ul/1,)z)|'

vS_n ) ) U; ) ) @
Bo:f (f(v Vs, Us) U Vs)dv+f (f(v Vs, Us) ¥ Vs)dv
v v

s -v-vy) —-(v—-vy) s\ (V=) (v—vs)

Vs vs+n
+f (f(l), Vs, Us) _ Y Vs)dv+f (f(v, Vs, Us) _ Y Vs)dl/
v Vs

-\ —(V=vs)  —(v—1y) (v—vy) (v—vs)

vs—1 @/S vs st
v, —(v—vy) ve+n (U — Us)
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Pour 'intégrale a gauche, on fait le changement de variable 7 = vs+0 (v, - vs) et pour I'intégrale a droite
V.2 = vs+0(v; - vs), on obtient donc

BO :fl f(j/[sy US) US) _@/SVS d0'+fl f(']/rS, US’ vs) —@/SVS do-
0 o 0 o
U,‘i - US T’
vs - é

Ce qui nous donne bien

e [ 10D [0 ) -,
0 0

- - do +1n (4(v; - vy) (s — ;) (= Ry)) B V.

O
On déduit de ce développement asymptotique, le développement asymptotique de la hessienne de I'ac-
tion, c’est 'objet du théoreme suivant.

Théoréme 3.2.1. Avec les notations[l| et et I'nypothese[2, pour € = \/i—[is — 0, on a le comportement
asymptotique suivant
V2@ = Doe *+ D1~ + Caln(e) + Dy + O (eln(e)),

ot les coefficients sont données par
) Do=-%Vse Vs,

ii) Dy =—-as,%;Vs® Vs,

2
a
iii) Cy = ?S@svs ® Zs+ bW + AW, ) Vs ® Wy + 2%, Ts ® Ts + a> ¥ W ® W

o[ 3KusRus +3\/2_1<SRW,S+15\/21<3R,2,’s Voo V.o S V2KsBons
4y/2Ks(-R)%2  4(=Ry)5/2 ~ 8(=R)72 | 77 74 (=Ry32 T Y

On note 4, respectivement 4y, le moment de Boussinesq lié a l'onde solitaire a droite, respectivement a
gauche. Alors si on désigne d, la dérivée selon la vitesse c de l'onde solitaire a l'état final U fixé, on obtient
que

Ss.DySs = A2ty + Ay,

oitonaSs=(—qs, B Uy, -1T

Démonstration. Pour déduire de la proposition(3.2.1|notre résultat, il nous faut commencer par calculer
Ve. On sait que

E=\/U—Us= \/,u—W(US;A,c) = \/$(v5;u,ﬂ,c).
Or comme 0, % (vs; u, A, c) = —0,# (vs; A, c) =0, on obtient donc que

1 1
VE_ __Vs.

= V=
2/ ZL (v, A, 0) 2¢e

De plus, on sait par la proposition que

VO = Agln(e) + By + Bie + Aze*In(e) + Boe® + @ (e’ In(e)).

Ainsi, en notant Vi le gradient total par rapport a (i, A, ¢), c’est-a-dire que I'on dérive aussi v;, v} et v;
par rapport a (u, A, ¢), on obtient que

1
V2@ = (Age™' + By +2Az¢ln(e) + (A2 +2B2)e + O (¢*In(e))) ® (Es‘lvs)
+ ViotAoln(e) + Vot By + O (eIn(g)).
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Ainsi, on a bien que
V20 = Dye 2+ D1 + CyIn(e) + Dy + O(eln(e)),

ol les coefficients sont données par
) Do=340® Vs,
ii) D1=4B1®Vj,
iii) Co =ViotAg+ A0V,

iv) Dj = ViotBo+ 3 (A2 +2B5) ® V.

Il nous reste plus qu’a identifier chaque coefficient. Pour cela, on rappelle que d’apres la proposition
3.2.1lon a que Ay = —2%,V; et By = —2a,%; Vs, ainsi pour le premier coefficient, on a

Dy=-%Vi® Vs et D;=-a;Vi® V.
Pour connaitre C, on commence par calculer Vot Ag, or comme Ay = 2%V, on a
ViotAg = =2V ® Viot%s — 2%V ot Vs.
Comme V.Z; = Vs on a par définition
ViotVs=—Ts® Ts + Wi ® V.

Pour connaitre Vv, on utilise que v étant un point critique du potentiel 0,# (vs(c, A); A, ¢) = 0. En pre-
nant le gradient, on obtient que

2
a
0°W (5 A, Vs + VO, # (v;A,c)=0 donc Vug= —ESWS.

Ce qui donne
2

a
vtotVS = _TS ® TS - ?SWS ® Ws.
Il nous faut maintenant connaitre V%;. Or, on a par symétrie de % en w et z que
Vtot@/s = V@/S + (@/y,s + Zgyw,s) Vvs.

Pour le premier terme, comme proche de (vs, vs, vs),

2x(v)
@ ) ) ;A’? =
(v, w,2;4, ) \/—R(v,w,z;}t,c)
ona
V&%  VR;
¥, 2R

Or, on sait que R, = —% etona
£}

1 pl 1
VRs:f f t(VO%W)(vS)dudt:—EZs.
0 JO

Ainsi, on a

2
aS
V=~ U7,
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Ry

_Z_RS et

. Y5 _
On a aussi que @ =

Il 12bs (! 1 2b
Rz,s=f f *(1 - w)d, W (vs) dudt = 4Sf tzdtf 1-wdu==—;,
0 Jo a 0 0 a

N S

B3HW (v5A,0)

1 .
S W AR Ceci nous permet de conclure

ol pour rappel b, =

2 2
aS aS
Viot%s = _I@/szs - (bsgys + ? v,s) W.
En sommant les différents termes on obtient que
P
ViotAg = ?S@SVS ® Zs+ bW+ a2 W, ) Vs ® Wy + 2%, Ty ® T + a> Y Wy ® W.
Comme on connait A, on obtient, pour C,,

2
a
Cy = f@/svs ® Zs + Qb + a2 W, ) Vs ® Wy + 2%, Ty ® Ty + a> ¥, Wy ® W

+ 3K y,sRy,s + 3V2KsRyy,s + 15y 2KSRlz/,s Voo V.+ § V2K sRyy,s
4\/2_Ks(_Rs)5/2 4(_Rs)5/2 8(—R3)7/2 $ ST 4 (_Rs)5/2

W ® V.

Il nous reste a calculer S;.D, S, pour cela, on utilise que S; est orthogonal a Vi, W; et T, ce quel’'on mon-
tera proprement dans le lemme Lorthogonalité peut aussi étre démontrée par un simple calcul.
En tout cas ici, on a que

1
SS'DZSS :Ss' (vtotBO + E(Az +2B2) ® Vs) SS

=S85.ViotBoSs

:fl s, Vtotfa/;; Vs, Us) = Viot (¥ V) S.do
0 o
+f1 .. Viorf V2, s, Us) = Vit (% Vs) S.do
0 o

+Ss- (Vs ® Viot [ln (4(U§ —Vs)(vs— U;) (—Rs)) @/s]) Ss
+1In (4(Vﬁ —vs)(vs— U;)(_Rs))@/s Ss* Viot VsSs.

Or, on a déja calculé, que

2
a
ViotVs = —Ts® T — ESW3® W,

2 2
aS as
Vtot@/ = —ZQ%ZS - (bS@S + 7@1},5) W.

Et comme S; est orthogonal a V;, T et W on obtient que

Vil O Vsrbs) ¢ 40y | L5 Yol UR v v ¢ 4
0

1
Ss'DZSs:f Ss+
0 o o

1 d 1 d
:f Ss'(st'€+ lf,é@vv;) Ss_0+f Ss-(VfS"+ 5.r®vvi) SS—U.
0 (o 0 o

2
Ici, on a utilisé que Vv, = —%Ws, et pour toute fonction g, la notation suivante g% = g8V}, vs, vg), res-
pectivement g>" = g(7%, vs, vg).
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Il nous reste plus qu’a identifier chaque intégrale. On va montrer que
1 do 1 do
A2, = fo S (stvf + e VU;) Ss— et d2.u, = fo S5+ (V¥ + f3" @ Vuy) Ss—

Les calculs sont identiques pour les deux intégrales et identiques aux calculs dans la preuve du théoréme
5 de [BGMR20]. On écrit donc ici que les détails pour le moment de Boussinesq du soliton a gauche, les
calculs pour celui a droite étant identique.

On introduit Uy, le profil du soliton a gauche qui a pour état a I'infini Us et comme vitesse c. Le moment
de Boussinesq est alors donné par

My :f (AU +cQU;) + A-Uj + ) dx,

—00

avec A; = —Vy (£ +cQ) (Us,0) et us = —As- Us — (A + cQ) (U, 0).
Comme d, correspond a la dérivée selon la vitesse c avec I'état final U fixé, on a

deAs =-VyQUs) =-B U,
deps = Us- B~ U5 — Q(Uy) = Q(U).

Or, on sait que 6 (#' + cQ) [U;] + A5 = 0, on obtient donc

- [~ ewi+ Qo -5, dx

N

=2 f ) (Q(%HQ(US)—%-B‘IUS)\/

l

x (V)
2(us =W (v;A,0)

v,

ou%(v)=vdanslecas N=1et%(v) = (v,g(v;A, cNlsiN=2.
Or, on sait que pour vE]v;,vs[, ona

Y (v,v5,U5;4,0) K(v)
—2w-vs)  \ 2(us—#(v;A,0)

Ainsi en faisant le changement de variable 7’ = vs + o (v} — v5) et en notant pour une fonction g, g
g(V;, vs, Us), on obtient que

0 _

! s¢ ¢ p-1 séda
dcdﬂﬁzfo (Q(% )Y+ QU)—-%>" - B Us)@’ —

De plus, on sait que f5¢ = &5(Vgst = st (1, @507, Q") et S = (-QUy), (B-UYT,~-1)". Ce
qui donne
Se- f¥'=- (Q(Us) + Q@S —u - B! Us) st
Ainsi , .
detty :f s, 022

0 o
Pour conclure, il suffit de voir que d;A; = =B~ 'U; donc dca(c,Ag) =d.a+Vaa-d.As = —Va- S;. Ainsi,
on a bien

2 ! s,¢ s, s do
&2, :fo Se (Vo ®Vv()837
Ce qui conclut cette preuve. O
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3.3 Instabilité dans le cas limite

En utilisant le comportement asymptotique de V20, on peut en déduire n(V20), et conclure, grace au
théoréeme|2.3.1] sur la stabilité ou I'instabilité pour les ondes périodiques a deux bosses de suffisamment
grande période. Pour calculer la signature, on va exprimer la matrice dans une bonne base, c’estla méme
que celle utilisée dans [BGMR20]. Les mineurs principaux seront alors plus simples a calculer. Le lemme
suivant, tiré de [BGMR20], permet d’introduire cette base.

Lemme 3.3.1. On introduit la matrice symétrique suivante

0 0 -1
s=0 B o
-1 0 0

Alors on a SV = S; est les relations suivantes

Vs'SVSZO, Vs'SWs:O, V3'§T3:0, VS.SZS:_WS.SWS’
TS'§TS:0! Ts’SZSZO,
E'Vszl, E'WSZO, E'Zs:(), ES'TS:O)

ot E=(1,0,0,00T siN=2 et E=(1,0,0)" si N =1.
De plus si N =2, (SVs, SW;, STy, E) est une base de R* etsi N =1, (SVs, SW;, E) est une base de R3.

Démonstration. Un simple calcul donne que SV = S;
Pour les relations d’orthogonalité, on peut directement les prouver en calculant les produits scalaires,

1
mais ces relations sont directement liées aux propriétés vérifiées par £ et B. En effet, ona que si X = ( g)

alors
—-q
X-SX=X-|B'U|=2(Q)-q)
-1
Ainsi comme V.Z = ( u ), ona
QW)
V- -SVZ =0.

Par symétrie de S, en dérivant, on obtient que
VL -SVPL =0, VL-SVL,=0 et VL -SVL,,=-VZL,-SVZ,.
Ce qui évalué en v; donne exactement
Vs-SVs=0, Vi-SW;=0, Vs-STs=0, et V- SZ; = —Ws - SW.

De méme, comme 0, =1ona
E-VZL=1.

Donc en dérivant et évaluant en v on obtient
E.‘/S:]-) E'WSZO, E'ZS:O, etEs'TSZO.

Dans le cas systeme, N = 2, pour les derniéres relations, on a

0
_vs/b
1 0 1 (0 0
T,-ST, = B Y0, = ()-B_l( ):o,
R TON Y B! (0 M F ol 1
vslb
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et

0 *
.57 = 0 *1=0
§ S_\/Tvs) 1 of

vs/b 0

Pour le dernier point, dans le cas N = 2, en posant F = (0,0,0, - DT, on remarque que dans la base cano-
nique de R* on a

1 0 0 0
* 1 0 0
Mat(Vs, Wo Ts Y= 1/ rmg o |
S
* % * -1

qui est inversible car 7 > 0.
Pour le cas N = 1, on pose F = (0,0,—1)" et dans la base canonique de R3 on a

1 0 O
Mat(V;,, W, F) =1 1 0 |,
¥ x —1

qui est aussi inversible.
Dans tous les cas, en multipliant par S, qui est inversible, comme SF = E, on obtient le résultat voulu.
]

On peut maintenant passer au théoreme principal de cette partie qui va nous permettre de conclure sur
les propriétés de stabilité pour certaines ondes.

Théoreme 3.3.1. Avec les hypotheses du théoreme pour des ondes périodiques a deux bosses de
suffisamment grande période, on a les propriétés suivantes.

* La période = est strictement décroissante par rapport a i, c'est-a-dire, 0,Z = aft(a <0.
o Sid2. 4y +d2 M, # 0 alors la matrice V*O est inversible.

e De plus si A4y + A2, > 0 alors n(V’>®) = N + 1 et donc l'onde périodique correspondante est
spectralement instable.

Un corollaire immédiat de ce théoreme est que la stabilité orbitale des deux solitons implique l'instabi-
lité spectrale pour les ondes de suffisamment grande période.

Corollaire 3.3.2. Supposons que les solitons a droite et a gauche sont orbitalement stables, alors les ondes
périodiques a 2 bosses de suffisamment grandes périodes sont spectralement instables.

Remarque 3.3.1. On avu a la remarque[3.0.1|a quoi correspondaient les ondes périodiques a double bosse
pour l'équation intégrable, mKdV focalisante. L'équation étant intégrable, on a de nombreux résultats
sur la stabilité de ces ondes périodiques, voir [KD15] et [CP25]. Tout d’abord, on peut se demander si les
solitons sont stables, cela est fait notamment dans [AP09] et [KP13]. Dans notre cas pour A = 0 tous les
solitons sont stables. On rappelle que lorsque A = 0 les ondes périodiques a double bosse sont a un scaling
pres
v(x)=ken(x, k) ouc= 2k*-1>0 etpu= Q- K%).

Et que la limite qui nous intéresse correspond a k — 1. Dans [KD15], les auteurs montrent qu'il existe
k* = 0.909 tel que pour tout k > k* les ondes périodiques sont spectralement instables vis-a-vis des per-
turbations co-périodique. Ainsi notre résultat est cohérent avec celui-ci. En utilisant l'intégrabilité, on peut
méme calculer numériquement le spectre complet de </, c’est fait dans [CP25]. Dans la figure 1, on voit
bien, lorsque k — 1 que les valeurs propres, pour l'exposant de Floquet { = 0, sortent de l'axe des imagi-
naires purs. Ce sont ces valeurs propres qui, dans notre cas, nous donnent, pour les ondes périodiques de
suffisamment grande période, l'instabilité spectrale.
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Démonstration. La preuve du théoreme |3.3.1 est identique a celle dans le cas de la limite en soliton
donné dans [BGMR20]. Lidée est d’écrire la matrice V>0 dans une bonne base pour pouvoir calculer
facilement le signe de ces différents mineurs. Pour conclure, il nous suffit d’utiliser la regle de Sylvester
pour connaitre la signature de V20. On utilise la base introduit par le lemme c’est-a-dire qu'on

introduit les matrices inversibles suivantes
Ps=(E,SV,,ST;,SW;) pour N=2, et P;=(E,SV;,SW;) pour N =1.

On commence par le cas N = 2. En utilisant le théoreme et les relations d’orthogonalité entre les
vecteurs de la base données par le lemme[3.3.1} on obtient que

~ W% — a W e

LO(ne) O(Ing) O(Ing) O(Ing)
O(lne¢) +O(ene) o) o)
Tw2 _
Ps V0P, = 6(ine) o a W (Ts- SWy)? a>¥(Ts- SWy) (W - SWy) |-
xlne+ @ (1) xIlne+ @ (1)
2% (Ts- SW)2Ine
2 . . stls S

O(lng) o(1) asZs(Ts - SW (Ws - SWy) +a?% (W, -SWy)?Ine

xlne+0@ (1) $ o)

On peut calculer les différents mineurs principaux de cette matrice facilement. On obtient
Aix1 = e 2 —aWe t +O(lne),
Apxo = =% (d%./%g + d%%r) e 2+0(e 'ne),

Ine _
Azxz = —a>H2 (2 tly + d2tL,) (Ts-§WS)2£—2 +0(E™),
,(ng)?
82

Agxq = det(Py)? det(V20) = —2a2 %2 (2 My + d2tl,) (Ts- SWy) +0 (e %Ine).

On peut directement lire le signe de d,,=, en effet, on a
0,2 =0,0=E'V’OE = -%e > - a;¥e ' + G (Ine).

Donc, on a bien que 0,Z < 0 pour ¢ assez petit.

Pour les autres points, comme Ts-SW; = b//T(v5) # 0 et P est inversible, on a bien que si d2.4, +
d2.4, # 0 alors V2@ est inversible.

Dans ce cas, par la régle de Sylvester, n(V2®) correspond au nombre de changements de signe dans

(+, sign(Aix1), sign(Azxz), sign(Asx3), sign(Agxa)).
C’est-a-dire, pour € assez petit, au nombre de changements de signe dans
(+, —, —sign(d. s, + &), sign(d®dly + d2t,), —sign(d2.ut, + d24,)).

Ainsi si d2.4, + d?4, > 0 on a n(V?0) =3 = N + 1 et on peut donc conclure a I'instabilité spectrale de
I'onde période par le théoreme Dans I'autre cas, on a n(V20) = 4 = N+2 et on ne peut pas conclure
sur la stabilité de 'onde périodique.

On traite maintenant le cas N = 1, ici la matrice s’écrit

_ -2 -1
@/SE_'_ o (lgz)@sg O(ne) O(Ine)
A2y + 2 u
T2 _ ctl cr
P;V°OPs = O(Ing) +O(elne) o)
2 2
aS@/‘g(Ws'SW‘g) 1n€
O(lneg) o) o)
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Les mineurs principaux sont donnés par

A1 = -Fe™? —a e +O(Ine),
Noxo = W (A2tly + dotly) €7 + O (e Ine),

1
Adxa = det(Py)? det(V20) = —2a2 W2 (A2, + d2.4L,) (W - SWS)“% +OED).

On a toujours
OuE=020=E'V*OE =% > - aPe " +0(ne).

—
—

Donc, on a bien que 0,Z < 0 pour ¢ assez petit.
Pour les autres points, comme W;-SW; = b # 0 et P, est inversible, on a bien que si d%%g + di/%, #£0
alors V20 est inversible.
Dans ce cas, par larégle de Sylvester, n(ve) correspond, pour € assez petit, au nombre de changements
de signe dans

(+, - = sign(d?%g + diﬂr), sign(di%g + di,%r)) .

Ainsi si d2.4, + d?.4, > 0 on a n(V?@) =2 = N + 1 et on peut donc conclure a I'instabilité spectrale de
'onde période par le théoréme Dans I'autre cas, on a n(V20) = 3 = N+2 et on ne peut pas conclure
sur la stabilité de I’onde périodique.

]

Remarque 3.3.2. Dans la preuve, on peut comparer la matrice PLV?@P obtenue dans notre limite et
celle obtenue dans la limite de grande période dans le corollaire 2 de [BGMRZ20]. Si on ne considere par
le premier coefficient, qui correspond a d,,=, on voit que la matrice obtenue ici est simplement la somme
des matrices qui seraient obtenues par limite de grande période pour le soliton a gauche et par limite de
grande période pour le soliton a droite.

Remarque 3.3.3. Dans le cas ot l'on ne peut pas conclure, on pourrait espérer montrer de l'instabilité mo-
dulationnelle, c'est-a-dire qu'il existe un exposant de Floquet & proche de 0 tel que le linéarisé admet une
valeur propre proche de 0 de partie réelle strictement positive pour cette exposant de Floquet. Un moyen
de démontrer cela est d’étudier I'hyperbolicité du systeme modulé associé a l'onde. En effet, si ce systeme
n'est pas hyperbolique alors l'onde est modulationnellement instable, ce critere provient du théoreme 1
de [BGNRI4]. On peut étudier le comportement asymptotique de ce systeme lorsque l'onde périodique
converge vers un soliton ou une constante, cela est fait dans [BGMR21]. On pourrait donc espérer faire la
méme étude dans notre cas. Or ici lorsque d> 4 +d%. 4, < 0, la preuve de notre théoréme montre que
V20 est définie négative. Ceci implique que dans ce cas le systéme modulé est hyperbolique, cela est dii au
corollaire 1 dans [BGMR21] qui a déja est montré dans [BGNRI13] (proposition 2). Ainsi, de cette maniere,
on ne peut pas conclure, dans ce cas, a de l'instabilité modulationnelle.
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A Comportement asymptotique des intégrales

A.1 Développement de la forme générale

Pour ¢ une fonction réguliére et en supposant I'hypothese 2| vérifiée, 1'objectif est de calculer pour € =
VI — s — 0, le développement asymptotique de 'intégrale

o)
¢ V- 7//(1/

On remarque que si p > s alors £ = u—# (v) admet deux racines simples v, et v,. Or ala limite p = g,
&£ = u—¥ (v) admet deux racines simples v, et v; et une racine double vs. C’est cette racine double qui
concentre les difficultés. Grace a I'hypothese[2] on introduit un n > 0 tel que pour tout (i, A, ¢) € Q dans
un voisinage de (us, A, c) on a

I(¢$) =

Yvelvg(A,c)—n,vs(A,c)+1l, 6%7//(1/;/1, c) <0,
Yveve(p,A,0),v,(A,0)+nl, 0,# (1;A,¢)<0 et Vve[vy(A,c)—n,v(4,A0)], 0,# (v;A,c)>0.
On peut maintenant découper l'intégrale. Les termes sans difficultés sont les suivants

] vs—1)
ﬂdv et Imf((P) = (/)(U)

vetn /=W (V) ' vi+n \/Uu—W (V)

Les développements asymptotiques pour ces intégrales sont calculés dans la sous-partie suivante, a la

proposition

On a les termes avec les singularités d’ordre 1 au bord de 'intégrale,

I, () = dv.

vy v3+n
2O 4y et npy= [ 2

dv =
vi-n \/u—W(v) vy VH— W(V

On calcule leurs développements asymptotiques a la proposition|[A.1.2]et a la proposition[A.1.3]
Et il reste la derniére partie, la plus dure, qui est

Us+n (P(U)
V- W(v

dont le développement asymptotique est calculé dans la sous-partie[A.1.3]
En ajoutant tous ces résultats, on obtient le théoreme suivant, qui nous donne le comportement asymp-
totique de l'intégrale I(¢).

Ir((/)) =

I () =

Théoreme A.1.1. Avec les notations et@ et l’hypothése@ pour € = \/u— s — 0, on a le développement
asymptotique suivant

() = Ag($)In(e) + By() + B (P)e + Az (p)e? In(e) + B (p)e* + 0 (3 In(e))

ott les coefficients sont donnés par

) Ao(¢) = -2,

~o

. Us—1] ([)(l}) v (/)(V)
i) By( ):f dv+ dv ln(2 v/ —Ry)
ol v lv—vsl VIR vs+n [V — Vsl VIR(V)] v 7

+fvs+n 1 ( (/)(U) _ (/)s )dv+fl/s -1 ( (p(y) 3 (/)S dv
Vs v-Vs\v/—R(v) V—R; vs—n V= Us \/—=R(v) v/—Rs ’

iii) By () = -2,
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. Gu,sRys+OsR 15¢s R, ¢
lU) AZ((yb) 3 = 4(USR )S/ZUUS 8(_Rs)l7}/2’

_ ‘;bs (Ps 3¢S v, (31 /[ )
v) Bz((p)_2n2( R)3/2+17( R)S/Z 4(— R)7/2 12 2 (217 RS)

(PUSRl/S—l—(PSRUVS 5 3
T R (“‘1@"~‘&U

vi-n 1 ) f“s 1 $W)
_ 7" du- ——dv
~[Us+77 2 (/,tS—W(l)))g/z v;+1] 2 (,Us_W(U))g/Z

S

) f" s folv, vE v + (P + pl) Falv, 5, v9) |
v
v V- vdw-v)

fl/jﬂl fw,vs, V) p;+06°p;
14

: 2 Jw=—vDHwi-n3?

dv

vy it +np,fv(v Vr’vg)"'(pr"'pg)fz(v vy U()
+f dv
v \/—(v—v;‘)(v— v;)
fwviv)  py+8p)

+
vi-n 2 Vi-v) (- v[)f"/2

+f@fifzakﬂﬂ—— ¢vw 3 ¢uRy 3 PRy, 15 ¢R]
—ndo Jo 2(_R)3/2 2(_R)5/2 4(—R)5/2 8 (_R)7/2

+f0f{[1F¢WJG+2¢ﬂnU+¢RWU+1§¢ﬂﬁ+%¢ﬂﬂ%v+ké PRy
4(—R)5/2 4 (—R)7/2 16 (—R)9/2

(vs+utw)dudtdw

(vs+utw)

?(1-uydudrdw
¢vv 3 $uRy 3 ¢Ry, 15 @R

n rl prl
2 j—
+[) \/; /(; r(1-u 2 (_R)3/2 2 (_R)S/Z 4(—R)5/2 8 (—R)7/2

+fnf1fl [_3¢VVRV+2¢URUU+¢)RUUU _E¢UR%+ %(pRl’RV” _ 105 ¢R3
4(—R)5/2 4 (—R)7/2 16 (- R)9/2

(vs+utw)dudrdw

(vs+utw)

?(1-uydudrdw
oit f(v,w,z) = —22_ R(v) = R(v, vs, v5) et

vV R(v,w,2)

1,1
R(v, w,z):j f t0°W (w+ t(w—2) + tu(v — z)) dudt
0 Jo

Démonstration. Comme décrit précédemment, il nous suffit d’additionner les résultats des proposi-

tions[A.1.1}[A.1.2][A. 1.3, [A.1.5]et[A.1.4] O

A.1.1 Parties sans singularités

On s’intéresse a la partie sans singularités, c’est-a-dire que I'on regarde

r

Vs—1
I ()= 0
Vst A/ E°+ g 7//(v
et v :
Ine@) = | oW g,

+n \E2+us— W (v)

Le calcul de leurs développements asymptotiques ne présente aucune difficulté et est présenté dans la
proposition suivante.
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Proposition A.1.1. On a pour € — 0 les développements asymptotiques suivants

R () 2[V§_n 1 b(v) 4

Imr (@)= - ————dv+0(e"),

(@) i VoW v—¢ e 2 G WO v+0(eh)
et vs—1) b (v) vs=1 1 d(v)
s v s u

Tm.e (@) = —d_zf - __dv+0(eh.

0 vyt \/m vee v+ 2 (us— W (v))3/2 v (%)

Démonstration. 11 suffit de faire le développement asymptotique de la racine, plus précisément

1 B 1 1 & +oEh
VEe+ps—W W) Vis—# ) 2us—ww)3? ’
En intégrant, on obtient exactement les résultats voulus. O

A.1.2 Singularité au bord

On s’'intéresse aux singularités au bord de l'intégrale, c’est-a-dire, on regarde les intégrales suivantes,

Ur eh) vt (v)

—dU et I( ):: —dU.
vien = W) A Y 0]

On commence par écrire grace a la formule de Taylor que

Ir((P) =

p—¥ W) =—-w-v)(w—v)RW,vr,vp),

ol R(v, w,2) = [, [y t>W (w+ t(w — 2) + tu(v — 2)) dudt.
On remarque que par I'’hypothese[2} on peut choisir 7 tel que

VYve v, vy +nlulv;—n,v], R, vsv)>0.

De plus, ona

I (¢) :f , W) dv

-0 v/~ —v,) (V- Vo) R, vy, vp)
_ fl ¢77)
0 /= —v) Vs — v R}, vy, v0)

(v, —v; +n)do,

ouonaposé ¥, =v;, —n+o(v,—v;+n).

PO et il
On pose aussi §, = o—vTey Ctonagque
1 v
I(¢p) = ¢U) - do.
0 V1-0)@E; + )Rz, vy, v7)
De méme pour I'intégrale a gauche en posant 7y = v, +n+o(vy— v, —1n) etd, = Z;;Z’_ _UZ on obtient par
l

changement de variable que

1 ¥,
Lo(¢) = 4 ”)~ do.
0 /(1-0)(6,+0)RWy, vy, vp)

On commence par traiter 'intégrale a droite. La proposition suivante donne son développement asymp-
totique.
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Proposition A.1.2. On a le développement asymptotique suivant

i fwul e L [ S v v + (P + pf) v, 03, 0))
I () :f dv+e¢ f v
V=1 \/—(v—vi)(v—v;) v \/—(v—vi)(v—v;)
v fu,vs,v) S+0%ps
+¢° ! re Pe Pr dv+6Eh,
vi-n 2 V(Wi =v)(v—))3/2
N _ %W
ou f(v,w,z) = —\/m
Démonstration. On pose la fonction
- v
flrw,z)= L
R(v,w,2)

On remarque que comme R est symétrique en w et z, f est symétrique en w et z.

S )
vi-n-v

On introduit 7;° = v; —n+no et 6° = £. De plus, pour toute fonction g des variables (v, w, z), on

notera g*" = g(¥/%, v}, v;). On commence par développer f en puissances de €. Pour cela, on utilise les
développements asymptotiques déja calculés pour les racines dans la proposition[3.1.1}

FWvr,v0) =f5"+ =V 3+ Wr = DS+ e — v 27+ 0 ((ve — )2 + (vr — v + I = 7))
=+, - v) 3+ (wr—v) + (e —v)) 27+ 0 ((ve — v)* + (vr — v)* + (1 = 1))
=f" +fopify + et (pi+py) fiT+0 ().

Il nous faut aussi calculer le développement de 6 ;..
5. = vp 1=y
v —vi+n
=(vi-n-v)-p)+0(EH) (n+€p; +@(£4))_1

1 N
=(vi-n-v)-€*p;+0(eh) (E - %62 +@’(£4))
2Pt

=6° +0h.

Ceci nous permet de déduire que

frvrnvp) - f f 1 e
ﬁ Z(fs’rJrEZUPi Vs,r+82 (ps+p3) Zs,r+@’(54)) m+5n(5s+g)3r/252+@’(£4)
r
P on far + (ps+ ps) ~zs,r€2+ Fsropy+6°p) 2+ 6(eY
Voo Vor1o 2 1 +0)2 '

On peut donc conclure

1 fsr Lopsfo +(ps+ps) for 1 Fsr S +8%pS
L= / do et [ 20 (pr+ P /: +2ff PtoPr 4

0 VI-0)(+0) 0 (1-0)(6°+0) 0 2 nV1-0(6S+0)32
+0(eh).

Il reste juste a faire le changement de variable v = v; —n + o7 et on obtient le résultat voulu. O

On fait de méme pour l'intégrale a gauche, on obtient le résultat suivant.
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Proposition A.1.3. On a le développement asymptotique suivant

r vs+n-v ~ B
Ig(</)):fv;+n fw,v,v)) dv+52fyz+n S fo vl v + (P + py) f (0,07, U;)dv
' \/_(v_vﬁ)(l’_"s) v \/—(v—vﬁ)(v—v;)
US+17 ~(U, US, US) s+63 s
_Ezf ¢ f Yy Pr Py dv+@)(g4).
v

' 2 ,/(U—v;)(vﬁ—v)?’/2

oit f (v, w,z):\/%.

Démonstration. On introduit ¥, = v, +n—no et on rappelle que 6° = +

tion g des variables (v, w,z), on notera g% = g(¥, v%, v;). On commence par développer f en puis-
sances de €. Pour cela, on utilise les développements asymptotiques déja calculés pour les racines dans
la proposition|3.1.1

De plus, pour toute fonc-

Fvrv0) = + T =IO F3 + r = VD FSl + e = v 31+ 0 (v — v + (0r = v)? + (5 = 7))
= v o (v - v;)f*‘” + (= v + (e =) 31+ 0 (e - v3)* + (v, — v+ F = VD)

=f 4 Eapifal +e% (pi+p)) 24+ 0 (€Y).

Il nous faut aussi calculer le développement de 6.

vr—1n-v,
O
vy +1n— vy
=(vi-n-vi+e®pi+0(H) (n-€*p; + O ))
1 N
=(vi-n-vi+epi+0(! ))( pge +0(e ))
n-n
+0°
=55+ 2u+@>( ).
Ceci nous permet de déduire que
FWoveve) (5 1 1 pt0py

s, 2 s”s( 7s,0 2 4
= trEe‘o ’ + +0 - = E+0(€Y)
e (7 Pl +et (P p)) 40 (e ))( —— 3T o

I AN ) T G ) F N Sl o s A,
Vos+o Vos+o 2 n(6s+0)32 '
On peut donc conclure
st topp o+ (v ) L (1 piAetpg
Ip(Pp) = f do+e¢ f do-¢ f do
V- a)(65+0 VA -0)65+0) 0 2 nv1-0(65+0)3/?2
+0(eh).
Il nous reste juste a faire le changement de variable v = v; + 7 — o et on obtient le résultat voulu. O
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A.1.3 Singularité du ala racine double

On s’occupe maintenant du terme autour de la singularité en v, c’est-a-dire que I'on cherche a regarder
le développement asymptotique de

I () = v pv)
! n VU= W(v
n
:f ¢(f8+ W) dw
-n €2 — w?R(vs + w, vs, vs)
7 d(vs+e0)

=l — do,
2 \/1-02R(vs + €0, vs, V)

ou a fait le changement de variable w = €0 et on a utilisé que
L=W (V) =€+ s —W (V) = — (v—v5)*R(v, v5, v5) =1 € — (V= V5)*R(V),

et on a noté R(v, vs, vs) = R(v). De plus par la définition de 1, on sait que R(v) < 0 pour v € [vg—1n, vg+1)].
Pour faciliter I'étude, on va séparer I'intégrale en 0, c’est-a-dire que I'on va regarder séparément

f P(vs+ w) dw:fg ¢(vs +e0) do
Ve2 — w2R(vs + w) 0 \/1-02R(vs+e€0)

fo O(vs + w) d 0 O(vs +€0)

w =
-1 /€2 — w?R(vs+ w) 2 \/1-02R(vs +¢€0)
Le développement asymptotique de I'intégrale négative sera déduit de celui de I'intégrale positive. On
commence donc par se concentrer sur lui. Le développement commence par In(¢) puis un terme borné
en g, I'objectif va étre de les identifier. Pour cela, en utilisant la formule de Taylor reste intégral, on peut
écrire

et
do.

2
¢(vs+h) dy(vs+th) + s+ th) 0°Ry(vs+th)

= +
V1-02R(vs+h) +/1-02R; fo\/l—azR(vs+th) 2(1-0%R(vs+ th))3/?

Puis on va étudier les deux termes séparément. On commence par le premier terme qui va croitre en
In(¢), en effet par le lemme|A.2.1]

n

@:= | ’
I+ V1= aZR

o f@ 1 dx
) 0 V1+x2vV—Rg
nv=Rs
¢s |1 Vi+x2+x|| ©
—_— _n —_—
vV —Rg 1+x2—
Os

= In(e) +

VR, \/_

Lautre terme est borné en € car on a

2
+(<l>) —f EU_[ 7 Pulvs + teg) + (v + teo) 7 Ry + tea) dtdo
1-

0

+0(%).

2
€
In(2n+/—R;
n(en )+\/— —4n?’R,

02R(vs + teo) 2(1 - 0%R(vs + te0))3/?
f f YU+ tw)w + bt tw) w3R, (v + tw) drduw
V€2 — w2R(vs + tw) ’ 2(e2 — w?R(vs + tw))3/2 '
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On peut simplement appliquer le théoreme de convergence dominée et on obtient

0 Ollm ¢v(vs+ tw) R,(vs+tw)
= R drdw.
@) 5 e~ I @) f fo —-R(vs + tw) T tw)Z(—R(vs+ tw))3/2 fdw

Ainsi il nous reste seulement a calculer le développement asymptotique de I,‘;_ +()—
celui de l'intégrale positive. Cela est fait dans la proposition suivante.

I Ojljm (¢p) pour avoir

Proposition A.1.4. On a le développement asymptotique suivant

f Ve? (UZ;(W) =dw = A7 @) + By @)+ B @+ 437 (e Ine)+ B (@) +0 (¢ InGe),
e —w*R(vs+w

ot chaque coefficient est donné par

. ,t+ s
DAY (@) = -
ii) By (§) = 2= In(2nV=F;) + Jy & (A - L= ) duw,

,+ s sRv,s
iii) B} () =—L5 - ED—W’

: n,+ _ 1 3 GusRys+PsRyv,s 15¢R2
w) Ay (@)= g Pus + grrgm PsRus P35t Tetry

n,+ — (,bs (ps (pUS (]- — ) (PSRUS (5 3 — )
W B @) = et Ry 3R zln(Zn\/ R+ 1omoiz |2 (zm/ RS) .

3 0k 3¢, R (277\/—_1%)) $u,sRus+PsRyu,s (_——ln(Zn\/—_Rs))

- +
477(_Rs)5/2 8(— R)7/2(12 2 4(_Rs)5/2

nloel 1 ¢w 3 ¢oRy 3 PRy 15 QR?
207 _ _ > _> _ v v
+f() f() ](; r (1 u) 2 (_R)3/2 2 (_R)S/Z 4 (_R)S/Z 8 (—R)7/2

+fnf1f1 [_3¢VURV+2¢)URUU+¢RUUU 15 ('DVR3+%¢RVR”V 105_oR,

(vs+utw)dudtdw

4(—R)5/2 4 (=R)7/2 1_6(—R)9/2 (s + utw)

?(1-wdudrdw

Démonstration. D’apres la discussion précédente, il suffit de faire le développement de

(vs+tw)w ¢y (vs+ tw)
(@) - () = ff 4 - drdw
" ¢ ¢ \/82 —w?R(vs+tw) V-Rus+tw)

w3R, (v + tw) R, (vs+ tw)
+f f P+ ) R tw?? PV T ) S TR+ ryy2 4L

= I (@) + 1) (¢)

On commence par traiter le premier terme, c’est-a-dire

%1 (@) —fgflap(v + teo) g - ! drdo
"’+ o Jo 7 V1-02R(vs + ted) V—R(; + t€0) '

Comme précédemment, on utilise un développement de Taylor avec reste intégral

oplws+th)  ¢us+th) _ ¢0 s
V1-02R(vs+th) /—-R(ws+th) +/1-02Ry, V—Rs
by,s0 bu,s Rv,so'3 _ Ry s
+th(\/1—02Rs VF. P20 _0?r ) ¢52(—Rs)3’2)

1
+ (th)zf (1-w) fi(vs+ uth,o)du,
0
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oul'on a posé

(PVVU _ (Pl/l/ ¢ ( 3 N
V1-02R V—Rs v 2(1—0’2R)3/2 2(_R)3/2

RS0° R’
_(P((l 0-23)5/2 (R)S/Z)'

R,03 R, ) ¢>( R,,0° Ry,
201

fl(-»U) = _O-ZR)3/2 - 2(_R)3/2

On obtient donc que

n

e o 1
1%L () =g - do
rr ’ \/1 UZRS \/_Rs

+ ¢v,s€ do

f V1- ast e Rs

n
: ot o

+ —¢sR Ezf - do
4"’s "o -02R)? (R

1T e 1
+f f e(tea)zf (1-u)f(vs+uteo,o)dudtdo.
0o Jo 0

Pour le deuxieme terme et le troisieme terme le % provient de fol tdt = %
On peut donner un développement des trois premiers termes en puissances de ¢ en utilisant les déve-
loppements asymptotiques donnés par le lemme[A.2.2] Pour le premier, on a
n
€ o 1 e -R;o
bs€ - do = Ps > 1do

V1-0%R; V—Rs \/—R V1- O'ZRS

s [ _RS X
_Rs 0 V1+x2
s ( 14 1 ¢
_—RS B 517\/

$s 1 s

=- = Oeh.
_Rs€+277(_Rs)3/2£ +0C(€7)

—1dx

+0(%

Pour le deuxiéme, on a

1(/) 2 : g2 0 o 1 - ¢ (-Ryo? o/ Rodo
2" Jo \/1=0?R, V-R; 2(-Ry"" Jo \/1-02R, '

n\/—Ts 2
T2(-R )3/2%5 f ¢—

_—2(_RS)3/2¢),,,35 +21n(5) 2ln(217\/ R)+0O(e ))

1 1 11
T4(—R,)32 Puse”In(e) + mﬂbv,s (4_1 5 n@ny _Rs)) e*+0(eh.

—xdx

Et pour le troisieme terme, on a

n nv—Rs
: ot o 1 - x*

1
1p gzj _ do = Ry’ T —xdx
T T Y N TV A (1+x)32

_ 1 5 (3 5 3 )
" 4(—R,)5/2 PsRy,s€ (Eln(‘g) + 1 Eln (277\/ —Rs) +0(e ).)
3 2 1
ZS(TS)S/Z(PsRVvsg In(e) + m‘l&&, (— —=In (217\/—_}?5))
+0(e"
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Le dernier terme est équivalent a une constante fois £2. Pour connaitre cette constante, il suffit d’utiliser
le théoreme de convergence dominée. On commence par faire le changement de variable w = €0 puis
on a juste a passer a la limite

n

1 [ (! 1
—zf f e(tea)zf (1-u)fi(vs+uteo,o)dudtdo =
e Jo Jo 0

1 2
ffft(l 0 ‘/’vvw _pww
—W’R
+9 ( Rw® vaz)
b 2(e2— w?R)3'2  2(-R)3/2
Y T
2(e2— w?R)32  2(-R)3/2
3 R121w7 R12/w2
+_(P((82— sz)S/Z - (_R)S/z) (vs+ utw)dudrdw

1 (PUV _§ (pVRV _§ (PRUU

2 (_R)S/Z 2 (_R)S/Z 4 (_R)S/Z
15 ¢R,

8 (_R)7/2

= ['[ [ #a-w

(vs+utw)dudtdw.

Pour avoir le terme suivant en développement de ¢ il suffit d’étudier la différence avec la limite, repasser
en la variable o puis faire comme précédemment un développement de Taylor avec reste intégral en €o.
On peut montrer alors que le terme de reste sera en 0 (& In(e)).

En regroupant tous les termes, on obtient bien le développement de I,(;,’i((p) voulu a l'ordre @ (€3 In(e)),
en effet

0,1 ¢bs 1 3 ) )
Inv+(¢) _RS (4(_Rs)3/2¢)1),3+8( R )S/Z(PSRU'S E ln(E)
1 bs 1
+(277( Rs)3/2 2(— R)g/z(pvs( ——ln(ZTlv Rs)) 4(— R)S/Z(ps ys( ——ln(Zn\/—Rs)))

201 _l bvv _§ bRy _§ ®éR,y _E (/)R%
+f0 fo ‘/(; °(1—u) 2(=R)32 2(-R)%?2 4(-R)®2 8 (-R)7/?
+0 (e’In(e)).

(vs+ utw)dudtdwe?

Il nous reste a traiter le terme suivant

102 )_fgflg v +t£0)( 3R, (vs + teo) _ R, (vg+ teo) )dtda
n+(f) = o Jo v 2(1—02R(vs + te0))32  2(=R(vs + teo))3/2

On le traite de maniere identique. On commence donc par faire un développement de Taylor avec reste
intégral a'ordre 2 en €0, ce qui nous donne

¢(vs+th)o3 R, (vs+ th) Qs+ thRy (s +1th) _ ¢sRy, 03 ¢sRy,s
2(1-02R(vg + th))3/? 2(—R(vs + th))3/? 2(1 02R)312  2(=Ry)3/2
+ th(¢v,sRv,s + (PSRUV,SO_:; _ (PU,SRV,S + (Psva,s
2(1_02}?5)3/2 2(_Rs)3/2

+ § (pSRlzz,s 0_5 _ § (:bsRlZ/s
4 (I—UZRS)S/Z 4 (_RS)SIZ

1
+ (th)zf (1-w) fo(vs+ uth,o)du,
0
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ou on a posé

bvyRy +2¢pyRyy + PRyyy g3 — bvvRy+2¢yRyy + PRyyy
2(1 O-ZR)S/Z 2(_R)3/2
6¢UR12}+%¢RURUU 5 6¢vR12/+%(,vava
Z (I_OZR)S/Z o _Z (_R)SIZ
L5 9R) o 15 R,
8 (1—0'2R)7/2 8 (_R)7/2

fZ() )_

On obtient donc que

o3 1

n
024y _€ ¢
ITI!"' ((P) —_(psRU,s (1- o.st)S/Z - (- R )3/2 do

ot o

do
2(1 - O-ZR)S/Z 2(_Rs)3/2

+_(¢)US US+(pr UUS)[

6
o
L A
4:2¢“ "o (1-0%R)>2  (-Ry>?

1 1
+f f s(tsa)zj (1-u) fo(vs+uteo,o)dudtdo.
o Jo 0

On traite chaque intégrale séparément comme précédemment en utilisant les développements asymp-
totiques calculés dans le lemme Pour la premiére intégrale, on obtient

ny —Rs 3

£¢R /g o3 L o 6oR f : x 1dx
27 o (1-02Rg)3/2  (—Ry)3/2 2(— RS)Z 0 (1 + x2)3/2

+0(&d)

=—° &R (—2+§ £
= 2(—Rs)2 sty s 2 1 ,—_RS
R 3 R
- s U’;£+— ¢s U';/2£2+6’(84).
(_Rs) 4 n(_Rs)

Pour la deuxiéme, on obtient

~Rs
¢UYSRU,S+([)SRW,5€2/‘TE) ot o U:¢V,3Rv,s+9bsva,s€2fn ¢ x—4_ dx
4 0 (1_0-2Rs)3/2 (_Rs)3/2 4(-R )5/2 0 (1+x)3/2
_PusRus+PsR
Us4(vsR )sz vy,s 2( In(e) + - —]n(Zn\/ —Rs) +0(¢ ))
(vaRvs"'(/)s vy, s 2
=3 8( R )5/2 ln(e)
<Pv,sRv, +¢3va,
= L G
+0(eh.

Et pour le troisieme terme, on a

nv—Rs 6

3¢s v,s a® o 3¢s 2 € X
_ dog=———>2_¢ ——— —xdx
8 o (1— 02R3)5/2 (_Rs)5/2 8( Rs)7/2 0 1+ x2)5/2

_ 3¢sR;, ,(5 31 5 )
_Wg (Eln(s)+ E—EIH(Zn\/—RS))+@’(£ ))
15¢S v,$ 2 3¢s 12/5
= ToCR e M@+ 5 R)m(lz 21n(217\/ Rs))
+0(eY).
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Le dernier terme est lui d’ordre 2. On fait le changement de variable w = o puis on utilise le théoréme
de convergence dominée pour calculer la limite. On obtient

n
1 (e ! 1
—Zf f s(tea)zf (1-uw) fo(vs+uteo,o)dudtdo =
e Jo Jo 0

f f f 2 (1- (pbvvRu +2¢yRyy + PRyyy W — bvyRy +2¢yRyy + PRyyy w2
2(82— sz)3/2 2(_R)3/2
L 69vRI T 30RRyy 5 6 PuRy+5ORRy
4 (82 _ sz)S/Z 4 (_R)S/Z
LB 9Ry o 15 9R,
8 (82 _ sz)7/2 8 (_R)7/2
(PUURU+2¢URUU+¢RUUU 15 ¢UR§+%¢RURVU
4( R)5/2 B Z (—R)7/2
105 ¢R)
16 (— R)9/2

2| (vs+ utw)dudtdw

L[ e

(vs+utw)dudtdw.

Comme précédemment, pour connaitre I'ordre du terme d’aprés, dans le développement en ¢, il faut
repasser en la variable o, puis refaire un développement de Taylor en eo. On obtient alors que le terme
qui suit est en @ (3 In(¢)).

En regroupant tous les termes, on obtient le développement de Ig:i (¢) alordre © (€31n(¢)), en effet

£21In(e)

Ir(;i((/)) __ $sRy,s et 3¢v,sRv,s +PsRyp,s N 15¢SR12},5
' (—Rs)? 8(—Ry)5/2 16(—Ry)7/2

+(§ bsRus 3¢sR2 (———l (217\/—_1?3)) bv,sRys + PsR vVS(§_§1n(2n\/—_Rs)))

477(_Rs)5/2 8(—R5)7/2 12 2 4(_Rs)5/2
fnflfl [ GvvRy +2¢yRyy + PRyyy 15 (pVRlzl—l_%(?bRVR’”’ 105 (PRg
+ -3 -—
4(—R)5/2 4 (—R)7/2 16 ( R)9/2
2(1-uw)dudrdwe? + (3 In(e)).

(vs+utw)

Pour conclure, il nous suffit de sommer les différents développements asymptotiques. De plus, pour
simplifier I'écriture, on peut remarquer que

Ohm ¢v(vs+ tw) R,(vs+tw)
Iy ()= f fo vV—R(vs+ tw) T s+ tw)Z(—R(v5+ tw))3/2 dtdw

f 1( P(vs+w) bs dw
V-Rws+ w) \/R_s

O

On peut maintenant s’occuper de l'intégrale négative, dont le développement est donné par la proposi-
tion suivante.

Proposition A.1.5. On a le développement asymptotique suivant

0
f Pvs + ) dw= A" (®)Ine)+ B () +B] (Ple+A) (P)e*In(e) + B (p)e* +0 (e In(e)),
-nv/e2 — w?R(vs + w)

ot chaque coefficient est donné par

. - _ Ps
l) Ag ((P)__\/__Rs’
ii) Bl () = & == In(2nv= R;)+ /2 “(«%_ﬁ?)dw’
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Ul ¢sRy,s
ii1) B (P) = +( R2’
> P U,S 3 SRUS USRVS+ SRUUS 15(P5R12/S
lV) AZ (()b) = _4(_('[;35)3/2 8(¢R )5/2 +3¢ 8(—R ()1)5/2 + 16(_Rs)7/2’
- bs bs $u,s (1 ) $sRy,s (5 3 )
v) B = + a —In(2nv/—Ry)| - —————|—-—-=In(2nv/—R;]|| .
) 2 ((P) 4 2(_R )3/2 277(_Rs)3/2 2(-R )3/2 4 2 ( n 3) 4(—R )5/2 4 2 ( N s)

3_¢sRys  3¢sRy, (31 (217\/_—&)) ¢>NRN+¢>3RM(§_§ln(2n\/_—&))

417( Rs)5/2 8(— R)7/2 12 2 4(_Rs)5/2
1 ¢y 3 GyR, 3 PR,y 15 ORZ

+f fftz(l—u) S
-nJ0 JO

2 (_R)3/2 N 5 (—R)5/2 N Z (_R)S/Z N E (—R)7/2

+f0 flfl [3¢VURU+2¢)URVV+¢RUUU 15 (p”Rz 2¢R Ruy +E(p—R'%
A(—R)5/2 4 (—R)7/2 16 (—R)%/2

(vs+utw)dudtdw

(vs+utw)

?(1-wdudrdw

Démonstration. On va utiliser le développement déja calculé dans le cas de I'intégrale positive. Pour
cela, on remarque qu’en posant w = —w on obtient

f‘) P+ w) w:f Pvs .
-0 /€2 — w?R(vs + w) 0 \/e2— 2R (vs— i)

On pose donc R(vs+h) := R(vs—h), c’est-a-dire R(v) = R(2v;—v) et de méme ¢ (vg+ h) = Pp(vs—h). Ainsi,

on obtient que ~
fo s+ w) dw:f” </>(vst11/) .
-0 /€2 — w?R(vs + w) 0 \e2— wPR(vs+ )

On peut donc maintenant utiliser la proposition|A.1.4} qui nous donne

0
f N, 2‘/)(”;;(1”) )dw:Ag'+($)1n(g)+Bg’+(<i>)+B’17'+(</3)5+Ag'+(<ﬁ)521n(5)+Bg'+(<ﬁ)gz+6’(531n(£)),
-nve—wR(vs+w

ou chaque coefficient est donné par

: m+ gy — _ bs
1) AO ((p)— \/—_RS,

i o+ 7y _ Plvs+w) s -
W By (‘”V— [+ 7| e - S am,

n+ s (Z’sﬁv,s
iii) B/ ((/)) ~ TR T CR

. n+ _ 1 T 3 T D ¢vsRvs+¢svas 15(581?5,5
1V) AZ ((P) - 4(_ﬁ5)3/2 (PV,S + 8(_RS)5/2 (/)SRU, +3 8(— R )5/2 15(_RS)7/2’

mt, 7y (2)5 (ﬁs (Z)U, 1 ~ (PSRU, 5 3
v B (¢)_4n2(—ﬁs)3/2+2n( B2 2-R)P2 \4 ("_ln(z" _RS)) 4(—R,)52 e GARS ]

3 @R 3¢ 5 R, + 5 3 -
+znf}§§m+8£&fﬁz(12 Eln(zn _Rs))+¢“4(v_sRs;/;;2 (1 (217 R))
+fnf1f1"2(1—”) 1 w3 dR 3 PR,y 15 PR
0o Jo Jo 2(-R3®¥?2 2(-R)S? 4(-R)S? 8 (-R)?
. f" fl fl [_ o PooRy+2GuRoy+ @Ry 15 PoRy+ 50R Ry 105 @R]
4(_R)5/2 4 (_R)7/2 16 (_R)Q/Z

(vs+utw)dudtdw

(vs+utw)

?(1-wdudrdw
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Il ne reste plus qu’a faire le changement de variable w = — i dans les intégrales et d’exprimer les dérivées
de R et ¢ en fonction de R et ¢. Pour cela, on utilise que R, (vs+ h) = —R, (vs— h) et de méme pour ¢. On
obtient donc que

DAY (@) = - = AT (@),
i) By () = = In(2nv=Ry) + J° —ﬂ%—r)dw B (@),

iii) Bn+((p) +¢SR” Bn (),

(-Rs)?
. ’ ird v,s 3 SRI/,S v,sRv,s sva,s 15¢SR%,S 7
1V) Ag +((P) = _4(_9[;{5)3/2 - 8(ibRs)5/2 +3¢ 8(_1;:)1)5/2 + 16(—R3)7/2 = An ((pb))
~ 1 ¢sRys (5 3

W B =P s Pus ( L ineny=R )——(-—-m 2ny/=R )
) B, () 4 2(_R )312 277(_Rs)3/2 2(— Rs)3/2 4 2 (27 ) 4(-Ry)52\4 2 (77 5)

3 ¢sRys  3¢sRy; ( ) ¢USRUS+¢>3RM(5 3 )

+ 2nv/ —R; ——=In(2nv—-R;
TanRY?B-RYZ\12” 2 In[2nv/R) 4(—R)7 [env/=R)

1 ¢w 3 ¢oRy 3 §Ry 15 ¢R
2(_R)3/2 2 (_R)S/Z 4(_R)5/2 8 (_R)7/2

+ffft2(l—u) -
-nJ0 JO

(vs+utw)dudtdw

+f0 flfl [3¢UURU+2(PURUU +¢vav " E(:bVR% + %(pRVRUV + 10_5 QbRi (Vs + utw)
4(—R)5/2 4 (_R)7/2 16 (—R)9/2 $
?(1-wdudrdw
=B (¢)
Ce qui conclut cette preuve. O

A.2 Développement asymptotique de différentes intégrales.

Ici, on réunit quelques développements asymptotiques d’intégrales que I'on a utilisés dans cette partie.

Lemme A.2.1. Pour e — 0, on a le développement asymptotique suivant

nv—Rs 2

f ) L dx = —In(e) +In(2n/—Ry) + +O (Y.
0 14 x2

4n%(=Ry)

Démonstration. On peut directement calculer I'intégrale puis faire un développement en €, ce qui donne

VRS nvV=Rs
f% 1 INMEESEAIN
=|-In| —
0 V14 x2 2 1+x2-x/],

1l V€2 +n?(—Rs) +nv—Rs
=—In

2 \Ve2+n*(-Ry) -nv-R;

L (2172(—1?3) +21V—Rs\/€2 + 2(—Ry) + 52)
=—In

2

£2

2

2
:—ln(e)+ln(2n\/—Rs)+lln(1+ & . 1_1 €

2 4172(—R3) 4 2 4n?*(—Ry)
=—In(e) +In (217\/ —Rs) +

2

4
—4772(—33) +0(e7).
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Ala derniere ligne, on a utilisé que

€2 1 1 g2 1 1 €2 e
et ot ————— =~~~ [+ — +—

1 1 1 & 2

:——+—(1+— £ +@’(£4))+—
2 2 2 nz(_Rs) 4772(_Rs)

g2 4
== +0 (7).
2n*(—=Ry)

O

Lemme A.2.2. Les différentes intégrales admettent, pour € — 0, les développements asymptotiques sui-
vants

i)
nv—Rs
: V=R, 1
f al dx:n > 1+— £ +0(e%),
0 V1+x2 £ 2nv—R;
ii)
B 2 172(=Ry) 1 11 )
dx == =+ =1 -~ —=In(2n\/—Ry) + O (&%),
fo i X 5 g2 +2n(€)+4 2n(n ) +O(e7)
iii)
R SR V| oo 7 3 > ln(2gy R + 0
fo Trgm¥=3| 7o) Fahm@g-gin[anV=R] o,

Démonstration. On peut calculer explicitement ces intégrales, apres, il suffit d’utiliser les développe-
ments asymptotiques classiques. On obtient

i)

ii)

IR e 1 (VEHPCR) v yERs

2\ ¢ n?(-Ry) 4 \\/e+1n2(-Ry) —nv—Fy
(VIR 1 € 1 1 )
- 1= (1+§n2(_Rs))—(—§ln(e)+Eln(Zn\/—Rs))+ﬁ(£ )

2

1 (nV=R;\* 1 11
_=(n s +—ln(£)+———ln(2n\/—R3)+@’(£2).

2\ ¢ 2 4 2




iii)

V=Rs UNELE

fn = x* X+3x 3 1+x2+x €
—  dx=|———m——-In| —

0 (14 x)3/2 2vVx2+1 4

—5-3 —5 2 -1/2
= l(n—_RS) +§n _RS £ (1+ € )
~12 € 2 € nv—Rj (nv/—Rs)?

—§ln V€2 +1n%(—Ry) +nv/—Rs
\/€2+77 (- Rs _nV_Rs

1

2

n\/? 2)(1_%(;7\/8—73

3 5 3 9
) Eln(£)+z—Eln(Zn\/—Rs)+@’(€ ).

2
) +@’(£4)) + gln(e) - gln (21;\/—35) +0(e?)

"z

Lemme A.2.3. Les différentes intégrales admettent, pour € — 0, les développements asymptotiques sui-
vants

O

i)
nv—Rs 3
: V=R,
0 (1+x2)3/2 € 217 —RS
i)
n ;Rs x5 d nv-— RS 1 31 5l \/_ )
/(; (1+x2)5/2 X= 2 € +2 n(£)+ _2_5 n(zn _Rs) +6(8 )

Démonstration. On fait comme les lemmes précédents.

i)

f” Sl [ 2 +2 nE
0 (1 + x2)3/2 x2 +1lo
2 -1/2 2
bt (2 )
nv—Rs (nv/=Rs)? €
1 2 v—-R
:(1——£—+@>(54))(" . )—2
2 (nv/=Rs)? € nv—R;
vV-R 3
A S S Y, 175
€ 2nv—R;
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i)

VRs LN
f” S 46 3x°+20x3+15x 5. [Vi+xZ+x|] °©
—dx = —_ _—
0 (1 +x2)5/2

— n
6(x2 +1)3/2 4
_1( €
6 Nv—Rs

2 _
1+xc—x/|,

+ —_—
(77\/ _Rs)2

£

511 V2 +n?(—Ry) +nv—Rs
4 \e2+n%(—-Rs) —nv-R;

Al
6 2 \nv—=R;
+ gln(e) - gln (217\/ —RS) +0(e?)

2
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2 —2
) +@’(€4))(3(n eRS) +20+15

_1(nV=Rs\* 5 31 5 )
_—( . )+Eln(e)+(E—Eln(Zn\/—Rs))+6(£).
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